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PREFACIO

O advento dos computadores eletronicos na década de 1940 deu
‘um impeto extraordinario & Computagio, estimulando o interesse

pelo estudo de seus fundamentos tedricos. O objetivo do presente
texto € expor uma s o dos topicos abordados em Teoria da
Computagdo, chegando a il ~ ' i
zada nesta area.

Este volume consiste de quatro partes: Programagdo de Computa-

dores, Complexidade de Algoritmos, Teoria dos Grafos ¢ Teoria dos

1 .

Autdmatos Finitos, cada uma das quais representa uma area re
ra cada uma das varias partes

. ;AL S
)4

amente inaepenacnic aas ¢Cina
tenha suas caracteristicas proprias, o conceito de algoritmo ocupa
lugar de destaque em todas elas.

Na parte sobre Programagao de Computadores discutimos o con-
ceito de algoritmo, € a sua representagdo por meio de programas.
Mostramos também como o principio de indugdo matematica € utili-
zado nas varias fases da atividade de programagio de computadores.

Na parte sobre Complexidade de Algoritmos, estes sdo exami-
nados do ponto de vista de sua eficiéncia. O objetivo principal aqui
& obter informacdes sobre a quantidade de recursos envolvidos na
solu¢do de problemas por meio de algoritmos.

Na parte sobre Teoria dos Grafos apresentamos alguns resulta-
dos basicos nesta area. Examinamos também varios problemas, che-

S
sbrico. Autdmatos finitos podem ser encarados como re-
1 1

presentagdes de algoritmos que usam um €spago de trabalho limitado

por uma constante. Como um subproduto da teoria, obtemos algorit-
mos para decidir se conjuntos dados possuem certas propriedades.
Convém realcar que a priori, isto &, antes de desenvolver a teoria,

1 _

nem sequer a existéncia de tai
Nenhuma das gquatro parte

A NWALLAWSARR

s algoritmos pode ser garantida.
s do livro tem profundidade suficiente
para ser considerado um texto completo sobre o seu assunto. Mesmo

assim, acreditamos que o livro possa ser util tanto para estudantes.
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matematica como de computagdo. Para os matematicos, o texto

Y

pode servir como uma introdug¢do a Teoria da Computagio, permi-
tindo inclusive uma compreensio de alguns problemas abertos desta
area relativamente recente. Por outro lado, o livro reflete os conhe-
cimentos de Teoria da Computagdo com que, na nossa opinido, todo
estudante sério de computagdo deve estar familiarizado.

9 llvrn contém anroximadamente 400 exercicios de di

o
VEIVWILL QL VALIMIGMGLLIIVIIVY TV i sSra

de dificuldade. Queremos reaigar a importancia de resolver um bom
numero destes, tanto para fixar as idéias expostas no texto, como
para possibilitar que o estudante adquira uma perspectiva mais ampla

sobre os assuntos tratados.
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No final de cada capitulo as Notas Bibliograficas tragam um
breve historico do assunto tratado e indicam os autores dos resul-

tados daquele capitulo. Sdo sugeridas também leituras suplementares,
indicando, quando for o caso, os textos principais nas respectivas areas.

As quatro partes do livro sdo identificadas pelas letras A, B,
C ¢ D; em cada parte, os capitulos sio identificados por niimeros
romanos; em cada capitulo as secdes, teoremas, proposicoes, lemas,
exemplos, figuras e exercicios sao numerados com algarismos decimais.
Quanto a referéncias no meio do texto, o Teorema 2 do Capitulo V
da Parte C ¢é citado como Teorema 2 naquele capitulo, como Teore-
ma V.2 nos demais capitulos da Parte C e como Teorema C.V.2 nas
demais partes do livro.

O texto resultou da colaborag¢do de cinco autores e, inevitavel-
mente, apresenta diferentes estilos nos varios capitulos.

@) presente volume € uma versao rev1sta e aumentada de um

)
N
) i:

a nos concedida tanto pela Comissdo Urgamzaaora aaquele (,010qu10
como pela Comissao Editorial do Projeto Euclides, bem como o nosso

reconhecimento pelo incentivo constante que recebemos do Professor
Chaim Samuel Honig durante todas as fases da realizacio deste

S aalSAaaa SRALEASAVE saAVaiam Asiive LT W VRIILAAYOVU  GBwoLlw

tra Dall’lo

Os autores
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APITULO I

PROGRAMAGAO DE COMPUTADORES
E INDUGAO MATEMATICA

1. Introducéo

A programagdo de computadores ¢ uma atividade que pode ser
vista de varias maneiras. Por um lado, ela ¢ praticada hoje em dia em

escala industrial, e os problemas encontrados na confecgdo de grandes
sistemas de programagdo — como sistemas operacionais ou de reservas

PR A, mammsa s e trote o sase~la -

de passagens a€r€as — $ao LUlIlpdlaVClb aos pxuuu:maa encontraaos
em grandes projetos de engenharia. Por outro lado, a programagiao
ainda é uma atividade quase que artesanal e a metodologia para desen-
volvimento de programas de grande porte e que sejam confidveis €

S .

eIIClen[eS e mu1[0 rdalmen[dr DS[C eblduo GC LO S aeve-se, €m pdl’l.C,
ao fato da programagio de computadores ser uma atividade muito

S AGE L2224y CALIULILY Iul wuiilia il

recente, € que sofre transformagdes rapidas resultantes da expansdo
do seu campo de aplicagdo, e dos progressos tecnologicos na cons-
trugdo dos proprios computadores Uma boa parte da pesquisa nesta

Area esta dedmada icagido dos principios basicos que p nodem

3 if
ser apllcados programacﬁ e do seu uso sistematico. Este tlpO de

muitn arande cnhre nroietne de novacg

.
nagnmigen tavo ~1a
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pesquisa €vE um
linguagens de programagio, e sobre técnicas de programagao utili-
zadas.
O objetivo deste capitulo ¢ apresentar alguns dos principios em
s A

aoar
usul ’

2

tad ) e
computaucres i pnmeho 1“

é discutido na Secdo 2 o conceito de procedimento efetivo que deve
corresponder & nogdo intuitiva daquilo que pode ser calculado por
meios mecanicos. Na Se¢do 3 apresentamos o conceito de linguagem
de programacgio e o de programa, que é uma representacdo formal
de procedimento. Na Secdo 4, discutimos a relacdo entre os mecanismos
de repetigdo existentes nos programas € o principio de indugdo ma-
tematica. Finalmente, na Segdo 5, apresentamos varios exemplos que
ilustram o uso do principio de indugdo para desenvolver, analisar e

demonstrar propriedades de programas.
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2. Procedimentos e algoritmos

Um p ocedimento ¢ uma seqiiéncia f nita de instrugdes que podem
ser executadas por um agente ¢ utacional. seia ele humano ou pég.

——asa f < Nataiand ..; visw -“-, EAd Ao d aawanv e aa

Este conceito corresponde, portanto, és noc;oes intuitivas de ‘‘receita”

“roteiro”’, “método”, etc. Um exemplo classico de procedimento é o'
chamado *‘Algoritmo de Euclides” que especifica como calcular o
maximo divisor comum (mdc) de dois inteiros positivos m e n (o signi-
ficado da palavra ‘‘algoritmo” sera explicado mais adiante — por

uanto ele faz partp do nome do prnnpdlmento)

IJ

Passo 1: Adote como valores iniciais de x € y os valores m e n,
respectivamente.
Passo 2: Adote como valor de r o resto da divisdo do valor de x

'\ﬂlf\ ‘ﬂlf\'. I“ﬂ b 3]
peiv vaior G ).

Passo 3: Adote como o novo valor de x o valor de ¥y, € COmo novo

7 }r\o- Aa v A wvalAar Aa s

Ul UL }’ U valul JuUy 7.

Passo 4: Se o valor de r € nulo, entdo o valor de x € o mdc pro-
curado, € o calculo termina; caso contrario volte a exe-
cutar as instrugdes do procedimento a partir do passo 2.

Este exemplo ilustra algumas propriedades que vamos exigir de

,,,,,,, I ) U IR RAN

——

almento.

rocedi
) A descricdo do procedimento deve ser finita. No exemplo
citado utilizamos uma seqiiéncia finita de palavras e simbolos para

AdAogrravear A nracadimanta
MWOVIVYVVL U PLIUWGULLLIVIILY,

um p
(i

(11) Todo procedimento parte de um certo numero de dados per-
tencentes a conjuntos especificados de objetos (como m € n que sdo
inteiros positivos), e espera-se que produza um certo numero de resul-
tados (como o valor final de x) que mantém uma relagido especifica
com os dados.

(i) Supde-se que exista um agente computacional — humano,
mecénico, eletronico, etc. — que execute as instrucdes do procedi-
‘mento. Este agente devera ter uma maneira de guardar e recuperar
informagdes durante a execugao do procedimento. No exemplo anterior,
estas informagdes seriam constituidas pelos valores de x, y e r, bem

como a indicacio do nrmnmn passo a ser executado

wIVEY AL eSS & 2% LALRLSRIESSY.

(iv) Cada instrugdo especificada pelo procedimento deve estar
bem definida, ndo deixando duvidas quanto ao seu resultado. Assim,
no exemplo acima, supde-se que dados os valores inteiros positivos de
x € y, o agente computacional sabe calcular o resto da divisdo de x



por y. A mesma instru¢do nio estaria bem definida se x e y pudessem
ter valores inteiros quaisquer: quais sdo os restos da divisio de 10
por 0 ou de —20 por —7? Evidentemente poderiamos estender de
maneira conveniente a definigdo do resto da divisdo para inteiros

ativos, ¢ neste caso o resultado para —20 e —7

(v) As instrugées do procedimento devem ser efetivas, isto é,
devem ser tido simples que poderiam ser executadas, em principio, por

- de t & A
uma pesma usando lapis e papel, num espago de tempo finito. As

instrugoes do AI oritmo de Euclides satisfazem este critério quando
en . )

ngo ‘I')'

nNnraoagc ’ l A D [« s VWaY
US VaiUics © 11610

rngQ v\t\nitit e Dateratn alac Anitvarioess

r P o
1V IVOS. cntreianto, ias acixariam

eiros POSit
de ser efetivas se os valores de x e de y pudessem ser nimeros reais
quaisquer em representa¢do decimal, posswelmente de comprimento
mﬁmto Um outro exemplo de mstrucao nao efetiva seria: ‘“‘adote

" n A valas 2o

para O vaior Z<©

N Avictie i~ ...4 I, emmnzmee Ao ~aaa -

se existir um inteiro k maior do quc 2, € inteiros
positivos xX,yez tais que x* + yf = z"”. Para poder executar esta
instrugdo, teriamos que saber se o chamado Ultimo Teorema de
Fermat, que afirma que tais inteiros nio existem, é verdadeiro ou ndo.
Este problema estd em aberto desde que foi proposto no século XVII.

C)

/7 . N\
( INICIO:m, n )
A 4

Figura 1
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Note-se que ndo chegamos a definir precisamente o conceito de
procedimento, e nem o faremos. Este é um conceito primitivo, corres- -
pondente a abstragdo das nogdes exempllﬁcadas acima, independente-

satisfaz as pro-
d ento pfpnvn

-
[~y
3
e}
="
o)
=
e
3
3
3
:c

Continuaremos, eﬁtretanto, a
designar O mesmo conceito.

A descrigdo de um procedimento pode assumir varias formas
distintas, e mais ou menos formalizadas. Uma maneira comum de

se representar um procedimento € através do chamado diagrama de
blocos. O Algoritmo de Euclides noderia ser re

LI LAD . ~ LAipve aaaV NeWw ViiNeWD puUNewiIG U

grama da Figura 1. O significado do diagrama deve ficar dbvio ao
compara-lo com a descrigio do procedimento dada anteriormente.
Um outro exemplo de procedimento esta representado na Figura 2.

~ ’ . ’
 m m narfoita mainr A~ 118 11T
A sua fungdo € determinar o menor numero perfeito maior do que um

inteiro positivo m dado (um nimero k é perfeito se for igual a soma
de todos os seus divisores exceto o proprio k). Mais um exemplo de
procedimento estd indicado na Figura 3. '
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resentado pelo dia-
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Uma pergunta que surge naturalmente ¢ se um procedimento,
partindo de certos dados iniciais, executa uma seqiiéncia finita de
calculos, produzindo resultados finais, ou se entdo essa seqiiéncia de
calculos nunca termina. No caso do Algoritmo de Euclides podemos

mostrar que a segiiéncia de calculos é finita provando a seguinte

ARAU/T A 8 A ~ Aw iizaivs PR VAN

proposi¢ao: se no passo 2 do procedimento os vaiores de x € y sdo
inteiros e positivos, entdo os passos 2, 3 € 4 serdo executados apenas
um numero finito de vezes, com os calculos terminando no passo 4.

~ N
A demonstragio € por indugdo sobre o valor de y. Se y = 1, entdo

teremos, pela execugdo do passo 2, r = 0. Consequentemente 0s
passos 2, 3 e 4 sdo executados uma Unica vez, e os calculos terminam
no passo 4. Suponhamos agora que a proposi¢ao € verdadeira para

qualquer x > 0 e qualquer y, com 1 < y < k, e demonstraremos

que ela é verdadeira para y = k. Por defini¢do do resto da divisdo
de 1‘1teir05 positivos, teremos, apos a execugdo do passo 2,0 < r < k.

Se r =0, entdo a execucdo termina, como anteriormente, numa
ﬁnica vez. Se r > 0, entdo, com a execugdo dos passos 3 e 4, teremos

=k>0ey=rcom0<r <k, ea execugdo volta ao passo 2.
Por hipotese de indugdo, os passos 2, 3 € 4 serdo executados um
namero finito p de vezes, com os cédlculos terminando no passo 4.

................. ~ ,._.. c atemda

Ao todo teremos, entdo, p + 1 execugbes para y = k. Note mos aindaa
que os valores iniciais x=m € y=n resultantes da execugdao do passo 1

satisfazem as condigdes da proposigio acima. Podemos concluir,
portanto, que a execugdo do Algoritmo de Euclides termina para
quaisquer inteiros positivos m € n.

o
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No caso do s e € : S ~ , , er
mina para certos valores de . Por emplo se m = 4 entido obteremos
o resultado x = 6 pois 5 #1e 6 =1+ 2 + 3. Entretanto, no caso
geral a resposta nédo é conhecida, pois a existéncia ou ndo de um nimero

infinito de numeros nerfeitos ¢ um problema em aberto. Se existirem
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infinitos nimeros perfeitos, entdo a execugdo do procecnmento termina
para qualquer m; caso contrario, s¢ K é o maior namero perfeito,

entdo o procedimento executa uma seqiiéncia infinita de calculos para
todo m > K. Finalmente, no caso do terceiro exemplo podemos
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m
ver que a execugdo do procedimento termina com s = ) i para

valores pares de m, pois os valores consecutivos de x sdao 0, 2, 4, 6,
Para valores impares de m, a igualdade x = m nunca sera satisfeita,
e a execu¢do do procedimento ndao termina.



Entre todos os procedimentos, teremos um interesse especial naque-
les cuja execugdo termina para quaisquer valores dos dados. Estes pro-
cedimentm serdo chamados algoritmos'?).

£cmc nsequenCld (la Olscussao an[erlor COHCIU] -S¢€ que (0] proceal-
mento que chamamos Alanrltmn de Euclides é realmente um alonntmn

Quanto ao segundo procedlmento, a resposta ndo é con_hemda, €o
terceiro exemplo representa um procedimento que ndo é um algoritmo.

Neste ponto fica claro que o problema de decidir se um dado

I'chd"" _tQ é oun nao um alooritmo deve cer dificil pacn contrario
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ja saberiamos as respostas sobre varias conjeturas, tais como a exis-
téncia de um numero infinito de nimeros perfeitos, a veracidade do
Ultimo Teorema de Fermat, e outros. Este problema sera discutido
de maneira mais completa no Capitulo B.II.

Note-se que todo procedlmento ¢ um meétodo para o calculo de

alguma fungdo, eventualmente ndo definida para certos argumentos.
Assim, o terceiro diagrama de blocos corresponde a fungdo A4 que

pode ser descrita por:

(m
(21 se m & par
h(m) = {l 0 ‘
ndo definida se m € impar

Por outro lado, uma mesma fungao pode ser calculada por varios
procedimentos distintos. O procedimento da Figura 4 calcula a mesma
fungao h definida acima.

3. Programas e linguagens de programacao

Vimos na se¢do anterior que um procedimento pode ser especifi-
cado por uma mistura de palavras e simbolos, como foi feito com a
primeira versdao do Algoritmo de Euclides. Esta maneira é, em geral,

bastante adequada quando se trata de descrever procedimentos que

serao 1nterpretados por pessoas. Entretanto para que um procedimento
possa ser executado por uma maquina, € necessario gue a sua descricio

7€ %D LALLGLIIALVY R Ssadlll i8N ; By ¥ RV ROORAIY M Wit BvOowvilyis

seja feita numa linguagem que ndo tenha as imprecisdes nem a varia-

(1) O termo ‘‘algoritmo” vem do nome Muhammad ibn-Musa al-Khwarizmi, autor
do famoso texto matematico Kitab al-jabr wa al-muqabalah escrito em arabe no
Século IX, e que deu origem ao termo ‘“‘algebra”. Khwarezm, a cidade de origem

do autor, é hoje a pequena cidade de Khiva na republica soviética de Uzbe

1o)
L el ALYV B pYRTAR VEUASY BV ShnVa GG avpu



/ \ NAN
/ , \ INAU
\ = 0/

\/

SIM

bilidade de uma lingua natural. Uma outra vantagem da formalizagdo
¢ que ela permite maior rigor nas definigdes e demonstragdes sobre
procedimentos.

O fato de que a maneira mais conveniente de transmitir informa-
¢do aos computadores modernos € através de seqii€ncias de caracteres
exclui, em geral, o uso de diagramas de blocos, se bem que estes podem
ser definidos de maneira rigorosa. O método mais comum, portanto,
para se especificar um procedimento de maneira formal é através de
uma linguagem de programagdo.

Uma linguagem de programagdo ¢ definida por um conjunto de
simbolos, chamado alfabeto, que podem ser usados na representagio
de procedimentos, € por um conjunto de regras que especificam como
compor estas representagdes € quais sdo as agdes associadas a estas

representacoes Uma sequenCIa de simbolos de uma llnguagem de
programagao que representa um ou mais nrocedimentos sera chamada

programa.
As varias linguagens de programagao tém caracteristicas bastante
diferentes, conforme a sua finalidade. Ex1stem lmguagens multo simples,

Iﬂf‘ 11eM 11M nI'lmprn mI tn mrn naNn
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Programacgdo de Compuiadores e indugdo Matematica

que tém um grande interesse para a teoria da computagdo, como por
exemplo a linguagem de Turing, a ser vista no Capitulo B.I. Tais
linguagens dificilmente sio usadas para programar procedimentos
utilizados na m-anm_ As chamadas linguagens de mdquina, que sao

[ 9 LS4

1 _ SRV [

"compreencnaas diretamente pelos computadores, variam bastante
de um computador ao outro, € a programagio nestas linguagens pode
ser muito trabalhosa. A tendéncia moderna ¢é a utilizagdo das cha-
madas linguagens de alto nivel, mais adequadas para a representacao

de procecllmentos Um programa CSCI'I[O cm ung 1ag€m
p frar‘n'nr‘n pnra a llngllﬂng {‘P man na d um dad_O

para que possa ser executado. Essa traaucao por sua vez, ¢ feita pelo
proprio computador, executando um programa especxal chamado
compilador. Consequentemente tudo se passa como se o computador

L

Aemm  moamos o emzreea

E importante saber, em gcral se numa dada
gramacido podem-se representar todos os procedimentos efetivos, isto ¢,
se a linguagem é universal. Uma discussio pormenorizada deste pro-
blema esta fora do alcance deste texto, mas devemos considerar os
seguintes fatos. Em primeiro lugar, ¢ aceita universalmente a chamada

r procedimento pode ser

representado em unguagem de Turing. Evidentemente, esta tese nio
pode ser demonstrada, pois ndo temos uma definigéo de procedimento.

Entretanto, o volume de evidéncia empirica, que abrange todos os

O g wS AL e NS =< e

Tese de Church, segundo a mml mlalqu

procedimentos ja formulados, faz com que se aceite esta tese. Em se-
gundo lugar, pode-se provar que os programas escritos em linguagem
de Turing pedem ser “traduzidos” em programas equivalentes em

outras linguagens de programagdo, contanto que estas contenham
certos conjuntos minimos de operagdes primitivas, como por exemplo
soma, subtracdo, teste de zero, € um mecanismo para indicar calculos

it r
itivos. Em geral, as linguagens de programacgio incluem um nu-

mero de operagdes maior do que o citado acima, tornando o trabaiho
-de programagio mais conveniente, e resultando numa execugao mais
rapida de certas operagdes que poderiam ser programadas atraves
das operagdes basicas. A Parte B do texto inclui uma discusséo deste
aspecto de linguagens.

simples, mas que se assemelha as lmguagens de alto ni vel usadas na
pratica, e em particular a linguagem chamada Algol 60. Antes de des-
crever esta linguagem, que denominaremos LP, mostramos nas Figuras
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5 e 6 programas que representam os procedimentos das Figuras 1 e 2,
respectivamente.

Um programa em LP ¢ constituido por uma seqiiéncia de simbolos
sendo que o espacejamento entre os mesmos, as mudancgas de lmh

an 4 ..

alac.n ac
ICicvanics,

e weal Aiomnoct~d

em geral, a disposigdo fisica sdo i tém por
procedimento Euclides(m, n):
inicio

r « resio(x, y);

X, yey,r
até que r = 0;

procedimento numero perfeito(m):
inicio

x N rrs 5

repita
x,y,s<x+1,1,0;
enquanto y < x faca
inicio
se resto(x,y) = 0 entdo s « s + y

fim
Figura 6

aumentar a legibilidade e compreensio pelo leitor humano. A estrutura

de um programa ¢ indicada pelos simbolos de pontuagio tais como
faa -1 a1 ~

virguia, dois-} tOS ponto-e Vlrgu1a seta e OutrOS bem como por
Sime]OS CompOQt S d_e IP.tl'ﬂQ mnressas em nearitn Neacte tavtn actac

SWEIRNC RLULPIVOORO Vil UVELILU. 1 TYWILL LVALU, LOWD

simbolos sdo palavras como inicio, fim, se, entdo, sendo e outras, € o
seu signiﬁcado ajuda na compreensio dos programas. Os nomes dos
programas (como Euclides € numero perfeito), dos argumentos (como



w
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m e n) e das variaveis (como x, y e s) podem ser escolhidos de maneira
arbitraria.

Passaremos a descrever agora de maneira mais precisa, se bem
ue informal, a linguagem LP. Uma indicacdo de como tal definicao
oderia ser Iormanz'ada sera dada no final desta segdo.

Em primeiro lugar, deveriamos especificar os objetos que podem
ser manipulados nesta linguagem e quais as operagdes primitivas
disponiveis para manipula-los. Como Ja f01 mencionado, bastaria
adotar os numeros naturais € um minimo de operagdes primitivas
para Copsegnn‘ rpprpcpnfﬂr seoundo a T Se de ChurCh, qualquer,

S Aty L

'U.i:

ke

procedimento. Entretanto, esta decisio ndo permitiria a manipulagao
direta de outros objetos tais como caracteres e simbolos, seqiiéncias

de numeros, vetores, matrizes, etc. Todos estes objetos teriam que ser
epresentados por meio de uma codificacio conveniente atraveﬂ dos

Lpliuvoviitauvs }JUI. 11IVIV v G VWWG1aWRYyaY V2 CllICIILG AdAlliaVviy

o}

ser codificados, os resu ltados teriam que ser decodificados, € ao pro-

gramar teriamos que estar sempre atentos ao fato de utlhzarmos
numeros para representar objetos de outra natureza. Por conveniéncia,
mclulmos entao em LP a manipulagio de varios tipos de objetos,

A
urais. A especificagdo precisa destes tipos de

0 etos e das operagdes primitivas correspondentes sera feita ao apre-
sentarmos os exemplos partlculares de programas que os utilizam.
Suporemos apenas que existe uma maneira de denotar as constantes
como 0 (inteiro zero) (2,7, 10) (seqiiéncia dos trés inteiros 2, 7 e 10),

“aspectos teoncos (cadeia de caracteres), etc. As expressoes da lin-
guag‘d" o\.dau fUlul“daS nh||'79nrln-ep petae conctantes nomes de

LA V2 Y vEted v L 2 22aU7222%2

argumentos e variaveis, operagoes primitivas, ou entdo nomes de
procedimentos representados no programa. Neste ultimo caso, devem
ser calculados os valores dos argumentos, e executado o procedimento
correspondente, que devera devalver os valores CalC"Iauua.

Um programa em LP sera constituido da representacga
procedimento, seguido eventualmente da represent tacdo
"~ mentos auxiliares. .
A representacio de um procedimento tem a forma geral:

N

procedimento f(m,, m,, ..., m): S

D..

com n > 0, onde f sera 0 nome do procedimento, os m; sao0 0s nomes

dos argumentos (dados) e S é um comando que dlca como devem
ser calculados os resultados da execugdo de f, para os valores
m,, ...,m, dos dados.
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Os comandos em LP podem assumir varias formas. O comando
de atribuicdo de valor tem a forma

-e - . r r
Xis eves Xy & Loy ooy Ey

com n > 1, onde os x; sd0 nomes de variaveis, e 0s E; sao expressoes
que envolvem variaveis, constantes, argumentos, as operagdes primi-
tivas e, eventualmente, nomes de procedimentos. A agdo que cor-
responde a execugdo deste comando consiste em se calcular, em pri-
meiro lugar, os valores e; das expressdes E, e em seguida adota-los

como o0s novos val das variaveis x; (i = 1, , 1), respectivamente.

V\llllv Vo 1IVVYUVUOD VA

Uma outra forma possivel para o comando de atribuigao é

X[y oo X, <—f(E1, ooy E)

com#n > 2ep >0, onde f é 0 nome de um procedimento definido no
execucdao deve dc,ol.cr n r-q ultados. (O caso n =1

incluido na primeira forma do comando.)

O comando condicional tem a forma

se L entdo S, sendo S,

onde E € uma expressdo, € S, e S, sio comandos

execucdo deste comando, é cal- l ado em primeiro lugar o
expressdo E, que deve ser verdadeiro ou falso. Se e for verdadeiro
entdo sera executado em seguida o comando S, ; caso contrario sera
executado o comando §,. Quando se utilizam diagramas de blocos

o comando condicional corresponde a construgio indicada na

WA RLalRacNe Y v aINSAVAIVAIG

s quaisquer. Durante a
valor e da
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O comando nada, que ndo gera agdo alguma, sera usado, as
vezes, como uma das alternativas S, ou S,.
O comando repetitivo tem a forma

enquanto E faca S

onde E é uma expressdo cujo valor deve ser verdadeiro ou falso, € S
¢ um comando qualquer. Durante a execugao, s€ 0 valor de E ¢ falso,
entio a execugio do comando repetitivo termina; caso contrario €
executado o comando S, e o comando inteiro ‘“‘enquanto E faga S”
ado. A Figura 8 indica o diagrama de blocos cor-
respondente.

N NA
< B NAO
N~
SIM
S
'
Figura 8

Um outro comando repetitivo tem a forma:
repita S,; S,; ...; S, até que E

com n > 1, onde os S, sio comandos quaisquer, € E ¢ uma expressao
cujo valor deve ser verdadeiro ou falso. O significado deste comando
estd indicado através do diagrama de blocos da Figura 9.

Em certos casos aparece a necessidade de se transformar uma
seqiiéncia de comandos num tUnico comando como, por exem
quando esta seqiiéncia deve constituir uma das alternativas de um
comando condicional. Neste caso serd usado o comando composto

da forma:

i.c—‘ ‘
S
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inicio S,; S,; ...; S, fim

comn > 1. Note-se que os simbolos inicio e fim funcionam apenas como
parénteses, indicando um agrupamento de comandos quando neces-
sario. Os comandos S, S, ..., S, serdo executados um apds o outro,
nesta ordem.

Figura 9

Finalmente, os resultados a serem devolvidos por um proce-
dimento sdo indicados pelo comando de retorno da forma:

L r

com n > 1. Os valores e; das expressdes E, sdo devolvidos como
resultados do procedlmento dentro do qual o comando de retorno
ocorre, encerrando a sua execugio.



Uma convengio importante que adotaremos para a linguagem LP
é a de que o0 escopo dos nomes dos argumentos e das varidveis € consti-
tuido pelo proprio texto da defini¢do do procedlmento no qual eles

ocorrem. Em outras palavras, se¢ num programa temos duas definigdes
de procedimentos, ambas fazendo referéncia a variavel x, na realidade

trata-se de duas variaveis distintas.
Ocasionalmente, havera observagdes no meio do programa vi-

sando facilitar a compreensdo do mesmo. Tais observag¢des, contidas

sempre entre as chaves { e }, serdo ignoradas durante a execugio do

programa.

O leitor atento deve ter no
comando em LP é uma defini¢do indutiva, € poderla ser formulada
de maneira mais concisa. Se ¥ é o conjunto de nomes de argumentos

e de variaveis, F € o conjunto de nomes de procedimentos, € X € o

< antan

~
uc represemam CXPpressocs, enad

conjunl bcqucnuab de simbolo Sq
0 conjun (“ de segiiéncias de simbolos que representam comandos

de LP po de ser definido por
C ¢ o menor conjunto tal que:

(1) a seqiiéncia ‘“‘nada” estad em C;
(i1) se x,, ..., x, estdo em ¥, € E,. ,E emX (n >1), entdo a se-
se A . 6 29 L4 .

qiiéncia “x, ..., x, < E, .., E” esta em C;

(iii) se x,, ..., X, estdo em V.femF,eE,, .., E,emX(n > 2,p = 0),
entdo a seqiiéncia “x,, ..., x, « f(E,, ..., E;)” esta em C;

(iv) se E,, ..., E, estdo em X ( > 1), entao a sequenc1a
“devolv F E E> esta em C;

vnvu ul, ‘.42, ey &ap

(v) se Eestaem X, e S, ¢ S, em C, entdo a seqiiéncia
“se E entdo S, sendo Sz” esta em C;

(vi) se E esta em X ¢ S em C, entdo a seqiiéncia
“enquanto E faca S” esta em C;

(vii) se E esta em X, e S, ..., S, em C (n > I), entdo a seqii€éncia
“repita- S, ; ...;S, até que E” esta em C;
(viii) se S, ..., S, estdo em C (n > 1), ntao a seqii€ncia

“inicio Sl, ...; S, fim” esta em C.

Na pratica, estas definigdes sdo abreviadas usando-se a notagao
-"mada FNB®). Nesta notagiio, os conjuntos de seqiiéncias de sim-

a Dna~la? Daog " t

(2) A abreviagdo vem de “Forma Normal de Backus”. Essa no
primeira vez por J. Backus para descrever a linguagem Algol 60 num relatorio’
editado por P. Naur [87]. Em inglés utiliza-se a abreviagio BNF que indica tanto
“Backus Normal Form” como ‘“Backus Naur Form”.



bolos recebem nomes mnemoénicos colocados entre (e). Assim, a
defini¢do acima ficaria:

/r‘nmandn\ =

NsRaAlRAANS

(variavel) [, (variavel)] « (expressdo) [, {expressio)]
devolva (expressdo) [, {(expressdo )]
se {expressdo) entio (comando) seniio {comando)

enquante {expressdo) faga (comando)
repita (comando) [; (comando)] até que {expressio)
inicie {comando) [; (comando)] fim

(programa) :.
{procedimento) [(procedimento)]
{procedimento) :: =

procedimento (nome) ( ): {comando)
| procedimento (nome) ((nome) [, (nome)]): {comando)

n-,' ~

eterminam apenas a forma de um
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completa, deveriamos especificar também o significado, ou seja, a
semantica de cada construgdo. Os métodos para a especificagio da
semantica de lmguagens de programacdo sdo bastante complicados,

t;dos neste fprn

Uvw  Vw

-s

presentar
o) troduzidas

LAY

varios algoritmos.

certas construgoes nﬁo 1nclu1das na nossa deﬁmcao mas cujo signifi-
cado deve ser 6bvio dada a notagio usual que sera empregada. Uma
convengao comum sera a eliminagdo da seqiiéncia ‘‘sendo nada”,

sempre que possivel. Esta eliminagdo ndo podera ser feita nas cons-
trucoes da forma ‘‘se E, entdo se E, entdao S, sendo nada senio S,”

“se £, entdo se E, entdo S, sendio S senao nada’’, pois obterlamos
a mesma forma ‘‘se E entio se E, entao S, sendo S, que seria, por-
tanto, ambigua.



4, | teracdo e recursdo

Um conceito fundamental em programagio é o de execugao re-
S.

petitiva de um comando, ou de uma série de comandos. Como vimos,
a descrigio de um procedlmemo ¢ sempre finita. Na auséncia de
mecanismes rewtitives o nimero de PQ‘PII‘QQ exeqc tadQQ DOr um

9 A4 AiVARRiWwWi WV Ao witiw wes = - [ ) il sz

programa sera limitado, entdo, por uma constante cujo valor depende
do proprio programa. Assim, por exemplo, o Algoritmo de Euclides
ndo poderia ser descrito por um programa desta especie, uma vez

1 dada t 1
que dado um inteiro K, € sempre posswel escolher valores m e n tais

que o numero de divisdes necessarias serd maior do que K.
Todas as linguagens de programagio de aplicagdo geral incluem
mecanismos que causam execugdo repetitiva de comandos. Um me-
canismo explicito existente em LP sdo os comandos repetitivos, cha-
mados também de comandos iterativos. Por exemplo no programa

2

_________ o~ aaldamm | DR

que GCerCIll.d (8] hlgUllullU de Duulldca, a bcquuu\.«la de \.«Uluauduo
“r « resto (x, y); x, y « y, r’ serd executada repetitivamente ate que o
valor de r seja zero. Assim, se os valores dados siom = 119en = 544,
os valores consecutivos das variaveis x, y e r durante o calculo repe-
titivo serao:

119 544 119
544 119 68
119 68 51
68 51 17
51 17 0
17 0

Analisemos agora o significado dos comandos iterativos, esco-

lhendo para isto a forma ‘“‘enquanto E faga S”. Suponhamos que
m _ _ . h

,m, sio os argumentos € Xx,, ..., X, s30 as variav de um

S
1
rama no qual ocorre este comando iterativo. O ¢
ser executado, calcula, a partir dos valores m, ..., m, € xl, vy X
os novos valores atribuidos as variaveis x,, ..., x, (alguns podem per-

manecer inalterados). Podemos supor, portanto, a existéncia das

1A ; —
fungbes gilu,, ..., Uy Vy5 oo vp) (i=1,...,p) que representam este

calculo, e reescrever o comando iterativo sob a forma:

enquanto E faca
Xy Xy ey Xp = g (mMyy ooy My, X4, s Xp), oMy, ,m
Xy eens Xp)y vees &pMys s My, X4y oey xp).

no
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Abreviando a notagdo para as seqii€ncias de variaveis e fungdes, e
lembrando que o valor de E também ¢ funcdodem,, ..., m, e b S
podemos escrever:

enquanto E(m, x) faca x « g(m, x).

Sejam a° = (a}, ..., a9) os valores iniciais das variaveis x , ..., X,
antes de comegar a execu¢do do comando iterativo. Enquanto pros-
seguir a repetigdo de S, teremos uma seqiiéncia de valores de x: a°,

a = olm a— 1 (i >1).
o\ had 7 A} 7

(24 - LAY —

Esta seqiiéncia sera finita ou ndo conforme exista ou ndo um k > 0
tal que E(m, a*) seja falso. Caso a seqiiéncia seja finita, o seu wltimo
valor a* fornecera os valores finais das variaveis x.

Estas consideragdes sugerem a seguinte regra para a demonstragao
de proposi¢Oes que relacionam os valores de m e de x, baseada n

principio de indugdo matematica:

o

Se (i) a proposicao P(m, x) é verdadeira antes da execugdo de
“enquanto E fagca S .
e (i) a veracidade de P(m, x) e de E(m, x) implica a veracidade

de P(m, x) apds a execugdo de S,
entao
ou  (11) a execugdo do comando ‘“‘enquanto E fa¢a S”’ nio termina,
ou (1v) apds o seu término a proposi¢io P(m, x) é verdadeira e
E{m, x) ¢ falsa.
Esquematicamente podemos representar esta regra num diagrama
de blocos como indicado na Figura 10.

Figura 10



No texto de um programa apresentaremos o uso desta regra colocando
as proposigées como comentarios:

{P} enquanto {P} E

faca {P A E} S {P};

{P A T E}

Note-se que a indugdo esta sendo feita sobre o nimero de vezes que
o comando S é executado A premissa (i) € a base da indugdo, ¢ a

Consideracoes analogas formulagdo de uma regra para
o comando ‘‘repita S, ; ...; S, até que £~ que pode ser enunciada por:

{P} repita
{P} S,;...; S, {Q}
até que E;
0 A E}
[ 4 ~5

I\

onde Q A 1 Eimplica P. A Figura 11 indica esta regra num diagrama
de blocos.




Um outro mecanismo existente em LP, e em varias linguagens de
programagio usadas na pratica, € a recursdo. Esta consiste em utilizar,
direta ou indiretamente, um procedimento dentro do mesmo procedi-
mento que o define. Consideremos a seguinte defini¢do indutiva da

uncio fatorial:
l“..

1iilyaaw lu\-vl

1 sen=20

| =
" ne(n-—1)"sen>0.

Esta definigdo pode ser transformada no seguinte programaem LP:

se n = 0 entao devolva 1
sendo devolva n - fat(n — 1)
ara compreender me € 1
xecugido deste programa para n = 4. Inicialmente, obtém-se:

fat(4) = 4- far(3)

ou seja neste ponto deve-se suspender temporariamente o calcufo de
fat(4), “lembrando” para o uso posterior o valor n = 4 e passar a

:rb 3

usar 0 mesmo programa para n = 3, e assim por diante:

fat(3) = 3- fat(2)

JBEG) ST

far(2) = 2+ far(l)

far(1) = 1- far(0)

fat(0) = 1

Neste ponto devemos ir ‘“‘relembrando” os valores anteriores de n-:
fat(l) = 1 =1

fat2) =2-1=2

fat(3) = 3- 2 =6

faslAN — A. & — D4

JAivr) = 5° U = o

Note que o programa sera usado n + 1 vezes para calcular n!. Nio

¢ dificil, por outro lado, escrever uma versdo iterativa do programa
que calcula n!:

procedimento fat(n):
s, x «1,1;
enquanto x < n faga s, x «s.x,x + 1;
devolva s
fim
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Simulando a execugio deste programa para n = 4, obtém-se os se-
guintes valores consecutivos de x € s:

X )
1 1
2 1
3 2
4 6
5 24
Um outro exemplo de programa recursivo € o que calcula os nu-
meros de Fibonacci. A seqiiéncia de Fibonacci ¢ definida indutiva-

{O sen=20
F, =<1 se n =1
lF 4 F ce n> 1
|1n_l|‘n_20\/'vll

\
e esta definigio pode ser diretamente transformada num programa
em LP:

procedimento fib(n):
se n = (0 entdao devolva 0
Senao )
se n = | entdo devolva 1
senao

devolva fib(n — 1) + fib(n — 2)

A Figura 12 indica como os calculos seriam executados para n = 4
fib (4)
fib(2) + fib(1) fiv(1) + fib(0)

P /\\ ! ! |

fib(1) * fib(0) 1 1 0
] !
I I
1 0

Figura 12



Devido & maneira como foi escrito o programa, varios valores sdo
calculados mais do que uma vez.

Um conceito importante em programacdo ¢ o de eficiéncia de
programas, € que sera discutido na Parte B deste texto. Adiantar-nos-

-mos uUm nouco entretanta e fnntornmne avy hqr a aficiéneia do
A 2 9 9L W AN Aiil l.}\l , \ulll-l\-ft“llt\}’ W twiillaal viiivo a“avail « WwilwiwiliwiQl A\ LV}

programa acima. Uma medida aceitavel de eficiéncia poderia ser
o numero total de operagdes primitivas (comparagdes, somas € sub-
tragdes) executadas para calcular F,. Este numero depende de n, €

AhcorvandAa A nraoras ~A
u v u

observando o programa, pode-se ver q pe
|ri se n=20

cn)=42 se n =1

1 cn—1)+cn—2) se n>1.

bl

VS (k= 0)

=(1+/32 e B=010-/32

Usando o fatode que | | < 1, para os valores crescentes de n obtém-se
a aproximagao:

’-\
T::

c(n) ~ 2,96 - (1,62)" "1,

Alguns exemplos dos valores de c(n) sdo:

n c(n)

25 803.378 (exato)
50 13 x 1010

100 38 x 102°

Para se ter uma idéia do valor de ¢(100), basta dizer que um
computador que realizasse um milhdo de operagoes basicas por segundo,

avarina rarcra Ao 19 v 1N8 annc nara calenlar EF I Na raalidade
Cvdiia CLita GL 1,2 X 1v” aiilS paia Lartuial 17,4, 1vd itaniaug,

a memoria deste computador teria sido esgotada muito antes. Por
outro lado, o programa iterativo a seguir calcula F, executando apenas
3.n+ 1 operagdes (isto € 301 operagdes para calcular F,  ):

P
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Programacéo

procedimento fib(n):

enquanto kK < n faga x, y, k «y,x+ y, k + 1;
devoiva x
fim
Uma conclu 40 Obvia € que uma mesma funcﬁo pode ser calculada por
mentos de eficiéncia muito diferente (veja também o Exercicio 7).

iteragdo e recursdao, sao em algum sentldo equ1valentes A respost
a esta pergunta depende da definigao exata do conceito de equivaléncia.

Uma definigdo razoavel seria a seguinte: dois programas sao equiva-
lentes se. e somente se. calculam a mesma funcao narcial. isto é. guando

AWALILWY Uy v UVARIVIILY Uvy Wl eiliiing & 233iV0i1LI0 S WA YARY PRIVIRIY 1030 vy weiiaaays

partindo dos mesmos dados, ou as execugdes de ambos nao terminam,
ou entdo ambas terminam, sendo devolvidos os mesmos resultados.

Adotada esta definigdo, pode-se provar que um programa sempre
pode ser transformado num programa recursivo equivalente. Na reali-
dade, a discussdo da iteragdo no inicio desta secdo sugere a maneira

Ap cnl-\chfnn' a lfpranan nnr rnnnrcon Coiam m A v Y
UoliLvuiil «“ ll-\iluy }Jvl A1vewuioav. UUJ“IIA Illl, ceey Illn W -/\vl’ coey J\p

os nomes dos argumentos € das variaveis usados na descrigio de um
procedimento, e¢ ‘“‘enquanto E faca S’ o comando iterativo a ser eli-
mmado desta descrigdo. Deve-se definir, entio, o procedimento

procedimento g(m,, ..., m,, y,, ..., V,)
inicio
Xy vees Xp & Vs eens Vi
se E entao
inicio
S; devolva g(m,, ..., m,, x,, ..., X,)
fim
sendo devolva x , ..., X,
fim

O comando ‘“‘enquanto E faga S deve ser substituido por:

X s Xy = gMmy, ...,m, X, . Xy).

1°

Repetindo-se a aplicagdo desta transformagdo a todos os comandos
iterativos do programa, chega-se a uma versdo sem comandos iterativos.



Na pratica, varias simplificagbes sdo possiveis pois nem todas as
variaveis do programa precisam ser modificadas por S. Note-se que
nesta transformacio ignoramos totalmente a natureza das operagdes

tad d 1 1 1ad f. d
X&luwaqaas }NIU programa, € 4o0s vaiorés manipuidados, iazéndo uma

transformagdo puramente simbodlica do programa dado.
Aplicando-se esta transformagdo a versdo iterativa do programa
fat, obtém-se a seguinte versao recursiva equivalente:

o

S, X « g(n, s, x);
devolva s
fim

procedimento g(n, y., y,):
inicio

5, X <Y,V
se x < n entao
i

S, X —=85x,x+ 1;
devolva g(n, s, x)
fim
sendo devolva s, x
fim

A transformagdo contraria, isto é, de um programa que usa re-
cursio em um programa que usa apenas iteragdes, depende da natureza
dos objetos manipulados, e da existéncia de certas operagdes primi-
tivas. Este problema estd relacionado com a Tese de Church men-

cionada na Qpr'an 2. No caso parhnn]ar da LP. supondo a maninulaciao

9 VRpUMINAY & axaliaal | saiaad Aodd

de inteiros e as operagdes primitivas de soma, subtragdo e comparagao
com zero, esta transformagdo sera sempre possivel se bem que bastante
complicada. Deve-se notar que esta transformagdo pode ser feita de

. . ;e . . . ~ .
maneira cictematica mac nc nraagramac iterativac nhtidac tdm eccenciall
Hialiviia sisteiilatita, iias UsS prugialiias itviauavus UUUGUS will Lootiilial

mente a mesma eficiéncia dos programas recursivos originais. Este

fats d t tad ir
fato deve ser contrastado com a transformagdo do procedimento fib

indicada anteriormente. Como mostra o Exercicio 7, a melhoria de
eficiéncia ndo se deve a eliminagdo da recursdo, mas sim a mudanga
do método de calculo, ou seja do algoritmo. Pode-se provar que para
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certas funcgdes, como por exemplo a fungdo S(m,, m,, k) da Secao
C.V.2, este tipo de melhoria é impossivel.

Por outro lado, pode-se mostrar que num certo sentido a recursao
é mais poderosa do que a iteragdo. Consideremos o seguinte ex emplo:

procedimento PH(m):

se r(m) entdo devolva f(PH(g(m)), PH(h(m)))
sendo devolva k(m)

coleca d e programas distintos, um para cada nterpretacﬁo dos sim-

bolos f, g, h, k e r. Em outras palavras, o exemplo representa um

esquema de programas. Pode-se demonstrar entio, que nio existe

um esquema puramente

PH para todas as interpretagdes possiveis dos simbolos f, g, h,ker.
Isto ndo quer dizer, entretanto, que para interpretagdes parti-

culares nio existem transformagdes equivalentes. Por exemplo, se o

programa deve manipular nimeros naturais, e:

iterativo que seja equivalente ao esquema

fo,2) =y +z
gy =hp)=y—1
k(y) = 1
rp)=y>0

entdo o programa calcula 2™, e um programa equivalente seria

procedimento 7(m):
inicio
y, s « m, k(m);
enquanto r(y) faga y, s « g(»), f(s, 5);
devolva s
fim
Também no caso da recursio podemos estabelecer uma regra de
demonstragio baseada no principio de indugdo matematica. Para
snmollﬁcar a exnosncao suponhamos um programa composto de

n “ ~rm .
a 1orma.

procedimento f(m, ,...,m,): S

onde dentro do comando S ocorrem aplicagdes recursivas do procedi-
mento f sob a forma f(e,, ..., e,). Suponhamos, tambem, que deseja-se
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demonstrar a proposicdo P(m,, ..., m,, f(m,, ..., m,)) que relaciona
osdadosm,, ..., m,com os resultados fm_, ..., m,). Para cada chamada
fle,, ..., e,) pode-se adotar, entdo, a hipotese de indugdo
Ple,, ..., e, fle,, ..., e,)).

Fvndentement esta e
de vezes que o procedimento f é aplicado de maneira recursiva durante
o calculo de f(m,, ..., m,). Note-se que, como é comum em provas
por indugdo em geral a parte mais dlfiCll da demonstragdo é achar

a 1teracin Aan da
no caso da iteragdo ou da

Y A waAitasaVaityy

uma hipotese de indugdo conveniente

TWUY M i uwyav wwial

recursdo. A verificagdo da hipotese €, em ger
de

14
arMmMn
ote-se, também, que as regras de demo

, bastante 51mples

talala~:Ad
n°tracao estaoeieciaas

permitem relacionar dados com resultados, caso a computagio termine.
As provas de terminagdo de programas sdo fregiientemente feitas a

parte, muitas vezes por indugdo sobre o valor dos argumentos, como

. :
foita na -~
fGl IVIWU 11U

o]
173
C
€
c
2
aQ
Q
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5. Exemplos de aplicacdo

Mostraremos, nesta se¢do, varios exemplos de aplicagio do
prmcmlo de inducdo, tanto sob a forma discutida na segio ante

£
1

Ci
c-r
=t
[~
7]

0mo Sob

(@)

EXEMPLO 1. Neste exemplo demonstraremos que o programa itera-
tivo Euclides apresentado na Segdo 3 realmente calcula

0 mdc de dois inteiros positivos m € n. A demonstragdo sera feita in-
dicando-se a relagio exlstente entre m, n, e os valores das variaveis
do programa antes e depois de cada comando. Estas relagdes, dadas

_pelas proposigdes O a O, estao indicadas no texto do programa
da Figura 13.

Q, € uma proposi¢do verdadeira por hipotese. A execugdo de
X,y < m,n" acarreta ¢,, e O, implica de maneira trivial Q, o,
resulta de 0, e da definigio do resto da divisdo de dois inteiros posi-

tivos. Para concluir Q,, basta tomar a proposicdo Q, e substituir y
por x ¢ r por y devido a execugdo de “x, y « y, r””. Na proposigio
assim obtida basta considerar os casos y = 0 e y > 0, e aplicar algumas

propriedades do mdc para obter Q,. Finalmente, vem a verificagdo
do passo indutivo, ao notar que Q, e r # 0 implicam|Q,. Q, € uma

conseqiiéncia trivial de Q, e y = 0.
Fica provado, entdo, que o valor calculado é o mdc(m, n) se a
execugdo termina, € este fato ja foi provado na Secdo 2. Note-se que as
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procedimento Euclides(m, n):
inicio {Q, :m >0 A n > 0}
X,y < m,n;
{0, m>0An>0Ax=mnay=n}
repita
{0, m>0An>0Ax>0Ay>0A mdcim, n)=
= mdc(x, y)}
r « resto (x, y)'

xJ"“y,

A mdc(m n) =xvy>0Amdecim, n) mdc(x i}
até que r=0;
{Q, : mdc(m, n) = x}
devolva x
fim
Figura 13
proposigdes 0, e Q, correspondem as proposicdes P e Q usadas para
formular a regra de demonstragio para o comando ‘repita ... até
que ...”".

EXEMPLO 2. A Figura 14 indica as proposigdes necessarias para de-
monstrar que o programa fib, apresentado na Secao 4,
calcula F, segundo a sua defini¢do indutiva.

devolva x

fim
Figura 14
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Para mostrar que o programa termina basta verificar que dentro
do unico comando repetitivo, os valores sucessivos da variavel k
formam a seqiiéncia 0, 1, 2, 3, ..., e como n > 0, depois de um numero
finito de repeticGes, exatamente n, teremos k = n.

EXEMPLO 3. Consideremos o seguinte programa®’:

procedimento f(n):
se n = 1 entao devolva 1

cnnnn

se resto(n,2) = 0 entdo devolva n + 2
senfio devolva f(f(3.n + 1) = 2))

onde n € um inteiro positivo, e + representa a divisdo de inteiros.
lo

Este exemplo ¢ mteressante, po:s ndo se sabe se o ca.c‘ulo de f(n) ter-
1 nstrutivo calcular o valor de f para alguns

;=ﬂ%=ﬂ9—ﬂ2—wM—ﬂﬂ=

= fl11 = ff17 = fff26 = ff13 = fff20 = ff10 = f5
= /8 =f4=2

A proposicao a ser demonstrada neste caso é:

Se n > 1 entdo ou f(n) ndo esta definido (isto é, o calculo de
f(n) ndo termina), ou entdo f(n) < n + 2.

Usaremos a regra de demonstragdo dada na Sec¢do 4 para pro-

gramas recursivos, sendo que a proposicio acima sera a hipotese de

ii‘ ‘ucau DC_]d um lIllCl[U n> l DC o bdlbUlU UC ](n) I]dU lCITIllIld CIll,dO
niao ha nada a demonstrar. Caso contrario, consideremos as duas
possibilidades:

@ népar: fm)=n+2<n-<+2

(b) n € impar: f(n) = f(a) coma=f((3-n+ 1) + 2). Como o
50 terminam também os dc ac

de f(a). Por hipotese de indugdo aplicada duas vezes tem-se

)
3~
3
p)
']
-
i
>
D
3
o+
i
3

entao:
a<@B-n+1+4
v flad<a<-2<((3en+1) =8
JN\E) = f =W oy o
E facil mostr rque paratodon > 1tem-se 3.n+ 1)+ 8 <n+ 2

(3) O programa foi proposto por Morris [86].
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" EXEMPLO 4. Consideremos o seguinte programa*’:

procedimento g(n):

se n > 100 enta

sendo devolva g(g(n + 11))

o)

o n—1

onde n é um inteiro qualquer. Demonstraremos que a fungao g definida
pelo procedimento ¢ igual a fungdo h definida por:

 [n—10se n> 100
h(”)‘—ﬁL 91  se n < 100.

Consideremos os trés casos possiveis:

(@) n > 100: neste caso g(n) =n — 10 = h(n).

(b) 90 < n < 100: neste caso o valor de g(n) sera dado por
g(g(n + 11)), onde as duas ocorréncias de g correspondem a chamadas

recursivas do procedimento; usando, portanto, a hipotese de indugao
duas vezes, teremos:

h(h(n + 11)) = h(n + 1) = 91 = h(n)

pela definicdo da fungdo h. Temos finalmente: g(n) = h(n).
() n < 90: ainda neste caso, aplicando a hipotese de indugio

duas vezes, teremos:

g(n) = glgln + 11)) = glh(n + 11)) = hlh(n + 11).
Como n + 11 < 100, temos:
h(h(n + 11)) = h(91) =91 = h(n).
" Finalmente: g(n) = h(n)

O que acabamos de demonstrar €, na realidade, que para todo
inteiro n ou o calculo de g(n) ndo termina, ou entdo g(n) = h(n). A
demonstracgio de que o calculo de g(n) sempre termina pode ser feita
considerando os trés casos acima, e fazendo indugao conveniente

obre os argumentos.

(7] [

(4) O programa foi proposto por Burstall [12].
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EXEMPLO 5. Suponhamos que em LP podemos manipular, além de
inteiros, também seqiiéncias de inteiros, e que para
Isto existem as seguintes operagdes primitivas:

car({s, S5, .., $,9) =5, se n > 1

At/ \ O\ /

cdr{{s,, 55, s $u0) = (8,5 ..., S,» se n > 1
S

(Spsvos Sp) # 5= Sy, ooy 5,y 8)

(s Sy ll=s, parai=1,..,n

A seqiiéncia de zero elementos sera indicada por { ). Algumas dessas
operagdes serdo utilizadas no exemplo seguinte.

O programa da Figura 15 produz a seqiiéncia reversa a partir da
seqiiéncia ¢ dada. As proposigdes O, a Q, inseridas no texto do pro-

grama indicam a maneira de mostrar que o programa produz resultados

TETTEEE g o T OEEEEAEE RS b il ~ et
corretos:
procedimento reverso(r):
inicio
(0.}
v oy s 1/ O\ 4.
Ay N /i,
{0,
enquanto
{0,}
y# ()
faca
x,y « car(y)&x, cdr(y)
{0,};
{0,}
devolva x
fim
Figursa 15
Oyt =8 .8,y An=0
QIII=<SI, ,o>/‘\n20/\x=<>/‘y_
0, t=(85y, .., SO)ARZ0ATI0<i<nAx=
={s,, Si- 1> o 8) AY={8i1,, 8 itgs oees Sy ]
Q, = 0, (hipotese de indugio)
Q, 1 =X8,us) ARZ0 A X =C8,,8,_,s.r8)



EXEMPLO 6. Neste exemplo, mostraremos uma maneira indutiva de
resolver um problema'®’, garantindo assim que o pro-
grama obtido sera correto, 1sto é, satisfara as especificagdes do problema
Seja M o menor conjunto que cont
ob as operagdes g(x) =2x + 1l e

7]

~ cEme iAo amm ~am evantanc Aa

um programa que constroi a seqii€éncia dos n menores elememua de
M (n > 1), em ordem crescente. Por exemplo, para n = 15 te riamos:

(1, 3,4,7,9,10, 13,15, 19, 21, 22, 27, 28, 31, 39).

(845 Sys cevs S l1<m<n.

E facil verificar que existem p e ¢ tais que 1 < p,g <m, ¢

g(s) <s, paratodo 1<i<]
fs) <s, paratodo 1 <i<g
g(s,) > sy,
f(sq) > Sm
Em outras palavras, o menor entre g(s,) € f(s,) sera o valor de
Sm+,» € 08 NOVOs valores de p e g serao: |
{p, q+1 se f(s,) < g(s,)
p+1lg4q se f(s,) > g(s,)
\p+1 g + 1 se f(s,)) = g(s,)
Foi feito, dessa maneira, o passo indutivo, estendendo-se com mais
um elemento a sequé“x cia parc1a1, e calculando-se os novos valores
de p e ¢, a partir dos anteriores. E facil verificar que os valores
m=p=q=1 e a seqiiéncia (1) constituem uma base conveniente
para esta indugio. Todas estas consideracdes levam diretamente a
constru¢do do programa apresentado na Figura 16.

EXEMPLO 7. Vimos na Secdo 3 como definicdes indutivas podem
ser usadas para descrever a forma dos programas numa
linguagem de programacao Mostraremos neste exemplo como estas

defini¢des podem ser usadas para escrever programas que decidem
se uma dada segiiéncia de simbolos é ou ndo um p rograma Indica-

remos apenas o procedimento que reconhece comandos em LP, €

(5) Este problema aparece em Wirth [130].
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procedimento /(n):
inicio

a,b—2.tpj+ 1,3-1q] + 1;
mem+1;
se a<bentio p,t —p+ 1, t # a
se a>bentdo q,t —qg+ 1,1t # b

pqt—p+1l,qg+1,t#a

fim;
devolva ¢
fim |
Figura 16
suporemos que ja foi definido o procedimento que reconhece expres-
sdes. O argumento do procedimento sera sempre uma seqgiiéncia de

p
simbolos da linguagem L

n1m‘\ l o Qe  aad

)
D
i
i

i 2

simbolo s, sera sempre um simbolo especial (0 que ndo faz parte
de nenhum comando. Desta maneira evitaremos que em alguns pontos
do programa a fungido car seja aplicada a uma seqiiéncia vazia. Se
para algum valor i (1 < i < m — 1), a seqiiéncia (s, s,, ..., §;) re-

1 srocedimento € a seqii€n-
cia restante 1 11CO).
Se ndo existir tal i, entdo o resultado seré “erro’ ) Suporemos que
o procedimento que reconhece expressées tem funcionamento seme-

lhante O predlcado var(x) indica se o 51mbolo x € o nome de uma

procedimento comando(t):
se car(t) = ‘“‘nada”
entdo devolva cdr(r)

“l\-‘st\
Ninav

se var(car(?))

e amaw AR

ad IniCio

Vv « cdr(f);

Figura 17 (continua)
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enquanto car(v) = **,” faca
se var(car(cdr(v))) entdo v « cdr(cdr(v))
sendo devolva (‘‘erro’);

'\ (X3 kR4

ar(v) = “«
entio repita
v « expressdo(cdr(v));
se v= (erro”) entao devolva v
sendo nada

66 9

até que car(v) =/=

a
ln ran / CCnmemen?

sendo devolva { €ITo /,
devolva v
fim
- senao
se car(t) = “‘devolva”

repita
Vv « expressdo(cdr(v));
se v= (‘“‘erro”’) entdo devolva v
sendo nada

até que car(v) # *,”;
devolva v
fim
senao
Py nn-lf\ — “cn”
cargy = =

entiio inicio
v « expressdo(cdr(t));
se car(v) # ‘“‘entdo”
entdo devolva (“‘erro”
sendo inicio
PRI daed

vV & coma U\Lur\vu,
se Car(v) 96 “sendo” entdo devolva (“‘erro”’)
sendo devolva

comando (cdr(v))
fim
fim

se car(t) = ‘‘enquanto’

Figura 17 (continua)
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entao inicio
v « expressdo(cdr(t));
se car(v) # “faca” entdo devolva (‘‘erro”)

do

ovalva romandolrdr(v))
- VA Y &8 v % 2 1 \ ’}

@
=

sen
nmm

coanan
Niiiauv

se car(t) = ‘‘repita”
entao inicio

v « comando(cdr(v))

até que car(v) # “;”;

se car(v) # “até” v car(cdr(v)) # ‘“‘que”
entdo devolva (‘“‘erro”
sendo devolva expressdao(cdr(cdr( v))

e

im
senio
se car(t) = ‘‘inicio”
entdo inicio
Vet
repita
v « comando(cdr(v))
até que car(v) # *;”;
se car(v) # “fim” entdo devolva (‘‘erro”

-~
coana
a

SCNnaod GEvoiva )
m
a 113 ”
sende devolva (“‘erro”)

Figura 17 (conclusdo)

procedimento que verifica se um in
primo. O seu procedimento ¢ um algoritmo?
pr

’ﬂ
3
5
o=
o,
"
o
3
?

nao
2. Descreva em LP um procedimento que calcula o nimero de divi-
sores distintos de um inteiro positivo
3. Descreva um procedimento cuja execugdo termina se, € somen

se, o Ultimo Teorema de Fermat é falso. Se a execugio terminar,
o procedimento deve devolver como resultados valores inteiros
positivos x, y € z e valor inteiro k > 2 tais que x* + y* = zX.
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A construgio indicada através do diagrama de blocos da Figura 18
nio tem um equivalente direto em LP. Indique como tal cons-
trucio poderia ser representada em LP, sem introduzir um co-
mando repetitivo novo.

-
S
|
I
!
NAO
I ' 28 V1
| ol
Y
4
S2
I
I
\
Figura 18
Indique as fungdes calculadas pelos seguintes programas
(a) procedimento f(n):
inicio
k,s <0,1;
enquanto k < n faga s,k « 2.5,k + 1
devolva s
(b) procedimento c(m, n):
inicio

s,ke—s<k,k+1
até que k£ > n;
devolva s
fim
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(c) procedimento sr(s, ?):
inicio
n « s[1] - 12] + s[2] - f[1];
d « s[2] - 1[2];
k « Euclid "S( aj,
devolva (n +~ k,d + k)
fim

(4

Neste ultimo programa, s

etsao
uclides ¢ o nome do procedimen
Mostre que dado um inteiro K, ¢ sempre possivel escolher valores
m e n tais que o numero de divisGes executadas pelo Algoritmo de
Euclides é maior que K.

Esc €va um programa para calcul o n-ésimo numero de Fibo-
nacci, sem usar comandos 1terat1vos e executando apenas 3en+ 1

operagdes primitivas para calcular F,.

Determine a fungio f(m, n) que indica o numero de vezes que o
procedimento fib da Figura 11 é chamado com argumento m du-

:.,...4.. ~ AV~ lA AL 2L\ . . o~ N

Ialilc U Caicuivu uc le( i), n =Zrmm =Z V.

R TP U, U TSN ML DU S N S
ACHC HICTPICldGOCS A0S SHIIDOLOS [, g, 71, K C T pdld qUC O p[Ug[dIIld
PH da Segao 4 calcule as fungoes

(@) 2.m

(W K

\D) Iy,

(c)m=+2

Escreva um programa nao recursivo que calcula a mesma fungao
que o procedimento f do Exemplo 3 da Segdo 5.

Mostre que o procedimento apresentado a seguir devolve o maximo
divisor comum e o minimo multiplo comum de inteiros positivos

m ¢ n:

procedimento mdcmmc(m, n):
inicio

X, Yy VoW &= m,n,n,m;
ananantn v £ vy fanra
cu\lualuu A F= 'y la\,a

se X >pyentio x,w « X — ), v+ w
senio y,\v <y — x, v + w; |
devolva x, (v + w) <~ 2
fim
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Mostre, também, que a execugdo do procedimento termina para
quaisquer valores inteiros positivos m € n.

I—
~

Complete o nrozrama da Flgura 17, mclumd erifica
- M a

—
W

Uno r‘ an

~

sdes formadas por nomes de variaveis, simbolos de operagoes
+, —, « e +, e parénteses. Escreva um procedimento que reco-
nhece expressdes analogo ao do Exemplo 7 da Segdo 5.

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

mento € algorltmo pode ser encontrada em Knuth [60]. Dav1s [18] e
Rogers [101] s3o dois textos mais avangados, e classicos, sobre a teoria
da computabilidade.

Existem inumeras publicagdes sobre linguagens de programagao
e sua utilizacio. Recomendamos, em particular, o texto de Wirth

[130]. A notagdo FNB foi usada pela primeira vez em Naur [87] para
descrever a linguagem Algol 60.

A literatura sobre a demonstragdo de propriedades de programas
é bastante vasta, mas nio muito consolidada. O texto de Wirth men-

kuuun.v' LI 111

V. P inaniAag f‘ I"QQ

cionado acima introduz estas nogoes. Outras puuuuayuca recomendgadas
sio Elspas et al. [27], Manna [77] e Manna et al. [78]. O problema da
relagdo entre a iteragdo € a recursdo ¢ discutido de uma maneira mais
profunda em Paterson e Hewitt [93] e Walker e Strong [125].
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1. Introducdo

Na Parte A, examinamos alguns aspectos importantes da sintese,
trn
| 9

AncnriaX~ o an A
descrigio e correcio de algoritmos. Todas estas questdes sdo de grande

interesse, ndo s6 do ponto de vista teérico, mas também pratico. Certa-
mente € fundamental sabermos como escrever programas corretos
para algoritmos de nosso interesse, bem como demonstrar que 0s algo-
S am corretamente as fungdes desejadas, isto €, que apods

wimero finito de passos nos fornecerdo as respostas de acordo
com as especificagoes. “Em geral, porém, ndo basta garantir que um
algoritmo fornega as respostas corretas em um numero finito de passos.
Para que o algoritmo possa ser util, é necessario que este nimero de
passos seja ndo s6 “finito”, mas “‘muito finito”. Este fato ja foi ilustrado

SIS 3% 220 11L11L 11ia v 11511l 1111

na Segdo A.I. 4, onde exibimos um programa recursivo para o calculo
do n-ésimo niumero de Fibonacci, F,, correto mas inutil para valores
moderados de n. Assim, vimos que levaria mais de cem milhdes de
anos para calcular F, , por meio deste algoritmo, dispondo de um
computador que efetue um milhdo de operagdes por segundo! Evi-

dentemente, podemos calcular F, , de maneira muito mais é c_la

UViltviliviity,  PUNMVRILLY aaalsaaWas s 2225225 %S 222429 «@

utilizando-se o algoritmo iterativo aescmo na mesma segdo, ou methor
ainda, a formula fechada para F,, F, = («" — ")/\/5_ onde o =
= (1 +./5)2 ¢ B= (1 —/5)2. Fica claro portanto, que consi-

esempenho de nossos algoritmos nao

IpViILIY v Avasanrd aall¥/

A Q

u O

podem ser ignoradas, e sdo estas as questdes que sdo o objeto da Teoria
A A

u

de
AN

Embora a preocupagao com ef101enc1a de algoritmos seja possivel-
mente tio antiga quanto a proprla nogdo de algoritmo, um estudo
sistematico destas questdes é relativamente recente. Na década de

1950 varios algoritmos foram analisados. Os primeiros trabalhos

que estabeleceram as bases desta teoria, porém, s surgiram em torno
de 1960 [97, 98, 54, 55].

Vale a pena ilustrar algumas das questdes neste campo com mais
um exemplo. Consideremos o seguinte programa:

e boan o
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procedimento mdc (m, n):

inicio
se m < nentio d «— m sendo d « n;
enquanto resto (m, d) # 0 v resto (n, d) # 0 facad —d — 1 ;

devoiva d
fim

Um pouco de reflexdo deve convencer o leitor que, se m e n forem in-
teiros positivos, o procedimento acima calcula o maximo divisor

- L4

comum entre m e n. De fato, a condi¢do do comando repetitivo ga-
rante que o valor final de 4 é um divisor comum de m ¢ n, e como o
valor inicial de d € min (m, n), claramente maior ou igual a qualquer
divisor comum, e d decresce de um em um, resulta que o valor final
de d é o maior de tais divisores. Na Parte A vimos que o Algoritmo de
Euclides também calcula o0 maximo divisor comum de m e #. E natu ural,
portanto, perguntar quali destes dois algoritmos é melhor. Um critério
para comparar estes dois algoritmos poderia ser a avaliagio da sua
eficiéncia pelo tempo que levam para calcular a resposta; esse tempo
¢ diretamente proporcnonal ao numero de operagdes efetuadas durante
a computagio‘?. Sejam T, (m, n) e Ty (m, n) o nimero de operacoes

FaY ~ I‘ll\l - e .
efetuadas pelo algoritmo acima e o Alsoritmu de Euclides respectiva-

mente. Pelo Exercicio 1, T,(m, n) = 7 (min (m, n) — mdc (m, n)) + 8.
Em particular vemos que ﬁxado n, T,(m, n) varia entre 8 € Tn+ 1, e
portanto no pior caso vale 7n+ 1. O valor de T, (m, n) € mais dlﬁcﬂ

M i~ o] S. NO mem b omd
de determinar. Pelo Exercicio 2 temos, no en tant

9
ara cada n, portanto, o Algoritmo de Euclides é, no pior

10 iog, n+8.
caso, mais eficiente do que o algoritmo mdc, exceto para valores pe-
quenos de n. Veja também os Exercicios 3 e 4, para outras questoes

interessantes sobre o desempenho destes dois algoritmos.
O exemplo simples acima ilustra que a analise do desempenho

de nossos algoritmos pode nos fornecer subsidios uteis para a escolha
do algoritmo mais adequado, além de sugerir muitas questdes interes-

santes do ponto de vista matematico dignas de serem estudadas. Existe
consideravel conhecimento acumulado nos ultimos vinte anos acerca
das técnicas que se revelaram uteis na solucao dos problemas que

surgem na analise de algoritmos, ¢ muitos algoritmos ja foram ana-
lisa dos com €xito usando-se estas técnicas (veja [60, 61, 62]). Além de

(1) Vamos supor que cada operagdo elementar como soma, comparagio, atribuigio,
etc., leve uma unidade de tempo.
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ser util na escolha do algoritmo mais adequado em cada caso, a analise
de algoritmos aumenta a nossa compreensao dos algoritmos anali-
sados, sugerindo muitas vezes idéias importantes para a sua melhoria.
Existem, porém, questoes importantes que a simples analise dos
algoritmos ja conhecidos ndo pode responder, pois existem infinitos
algoritmos para calcular cada fungao computavel. Por exemplo, em
geral queremos ndo s6 saber qual a quantidade de recursos computa-
cionais utilizada por algum algoritmo conhecido, mas também se este
- il . - ~

algoritmo pode ainda ser melhorado. Er
conhecido nos fornece um /imite superior para a quantldade de recursos

~ +
iquanto a analise do algoritmo

c

que ¢ suficiente para resolver esta tarefa, o prlme iro passo para res-
ponder se este algoritmo pode ser m melhorado é estabelecer um /imite
inferior na quantidade de recursos necessarla Naturalmente, temos
interesse em estabelecer o maior lim e inferior que consezuxrmos €

analogamente, o menor limit superl or possivel. Na situagio ideal os
dois limites deveriam ser iguais, caso este em que conheceriamos exa-

tamente a quantidade de recursos que é tanto necessaria como suficiente.
Se dispusermos de um algoritmo que utilize exatamente esta quanti-
dade de recursos, entio, obviamente, temos um algoritmo 6timo para
a tarefa, no sentido de que a quantidade de recursos utilizada por
qualquer outro algoritmo para a tarefa sera maior, ou no melhor dos
casos igual, a do algoritmo que temos.

Na pratica, s3o raros os casos em que temos esta situagdo ideal.
Pode-se mesmo demonstrar que existem problemas que nao possuem
algoritmos 6timos. Normalmente, a diferenga entre o limite superior

Ja
T Y o Y

€o llmllC lIllUllUl € un
melhorar o algoritmo de que dispomos. E possivel, no entanto, que a
melhoria efetivamente obtenivel seja bem menor do que a diferenca
entre o limite superior e inferior nos faria acreditar, porque o limite
mlerlor ¢ demasiada

ois, estu

3
}'
)
»)
S

QRraa TSy aa 22282222

a indicacdo de uantn pndprmmnc no mMaximo,

lniwn~ D 1
ite baixo. Para r°°ponder este tipo de questao,

ament
...... tudar classes de algoritmos em vez de algoritmos
mcnvnauals.

Estabelecer limites inferiores para a quantidade de recursos neces-
saria para uma tarefa ¢, em geral, um problema muito dificil. Nos
os a este problema sob varios pontos
r

~ ot I\M nQ Ty
nostraremos que existem tarefas naturais
de computaca

de com pu juais ndo existem algoritmos. Isto pode ser
encarado como um problema extremo de limites inferiores, no sentido
de que nenhuma quantidade de recursos, por maior que seja, € suficiente
para computar estas fungdes. No Capitulo IIT estudaremos a comple-

Liwo U“‘JA\'

trég canitulos se
T

I

L
para
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xidade de algoritmos que calculam o produto de duas matrizes. A
medida de complexidade aqui, serd o numero de multiplicagdes uti-
lizadas. Como veremos, o algoritmo classico de multiplicagio de
matrizes, surpreendentemente ndo ¢ o melhor algoritmo, e apresen-
taremos um alsuuuuu quc lhe € assintoticamente bupcrlor A segmr
esbogaremos uma teoria algébrica que permite provar limites inferiores
para este tipo de problema. A relativa sofisticagdo do método, quando
comparada com os resultados, as vezes modestos, que podem ser

mediante o seu uso, ilustra bem a dificuldade de se provar

certo sentido preciso tém aproxunadamente a mesma complexidade.
Esta classe inclui, como veremos, muitos problemas de interesse em

diversas areas do conhecimento, no entanto nio se sabe se estes pro-

'vA. A v;lov, ALV wiivisidivwvw 1idV

"C

Y

1 ~

blemas podem ou ndo ser resolvidos eficientemente. Temos aqui,.
portanto, a interessante situagdo em que todos os limites superiores
conhecidos para resolver estes problemas sdo “ineficientes’”’, mas nio
se conseguiu até hoje provar limites inferiores que mostrem que este

€ necessariamente o caso.

... ) .
I‘IOI‘I‘IDDO
Como indica a discussa

acir
da Teoria de Complexidade ¢ a estimativa dos recursos computacionais
necessarios € suficientes para o calculo de fungdes computaveis espe-
cificas de nosso interesse. Poderia parecer a primeira vista que, em
virtude disto, a teoria tenderia a ser uma colegdo de técnicas, cada
uma adequada a um problema especifico. Na realidade, porém, existem
relagdes entre as complexidades de muitos problemas aparentemente
diferentes, permitindo reduzir um problema a outro. Esta técnica de
redugdes aparece com destaque nos trés capitulos seguintes sob di-
versas formas.

Existem naturalmente ou tras questées 1mportantes da 1eor1a

Y T mAnsennamtnio
blel 1a> fUIIUQIIICll lalb

bdnd o bl ol VNS

q
or exemplo, uma pergunta fundamental da teoria é aetermmar qual
a relacao entre as diversas medldas de complex1dade de algorltmos
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2.  Maquinas de Turing

Para se poder estudar a complexidade computacional de uma
tarefa é necessario escolher um modelo formal de algoritmos. Ja vimos
uma possivel formalizagio por meio da linguagem de programagao
LP descrita na Parte A. Em muitos casos, porém, este tipo de forma-
lizagdo é por demais complexo para ser util do ponto de vista teorico.
No Capitulo III, por exemplo, é introduzida uma simplificagao deste

modelo para eliminar
1 d

A~ acmart~ .
os aspectos da linguagem, irrelevantes para a

udada, facilitando assim o estudo do numero de operagoes
algébricas utilizadas pelos algoritmos.

Provavelmente o modelo formal de algoritmo mais utilizado em
Teoria da Computagio é o de Turing. Esta preferéncia se deve ao fato
de que este modelo ¢é suficientemente smmles. fac111tando as demons-
tracoes mas ao mesmo tempo suficiente
resultados provados se apliguem a modelos

e m s e MIIA

te
esultados provados se uem aparentemente com mais
recursos. Em particular, o modelo suficientemente poderoso para
que qualquer algoritmo possa ser nele representado. Passaremos agora

a definir este modelo.

Uma mdquina de Turing deterministica ¢ um sistema formal que
pode ser visualizado como um computador consistindo de uma fita
de entrada/trabalho/saida manipulada por um controle central (Figura 1).
A fita é subdividida em células, cada uma das quais contém um simbolo
de um alfabeto finito £, e ¢ infinita para a direita. Embora isto ndo

sela essenc1al suporemos que X contém pclo menos oS quatro simbolos

’

Nn 11 4
{F, B, 0,1}, podendo, no entanto, conter simbolos adicionais. A pri-

meira célula a esquerda contém sempre o simbolo F, indicando que

esta é a célula mais a esquerda da fita. Este simbolo ndo € usado para

nenhum outro proposito. O controle central tem acesso a informagoes

na fita, e pode modificar tais info e

movel de leitura e gravag¢do que, em cada instante, encontra-se sobre
. . O con Or sua vez, esta em aleum

s, por meio de uma cabega

1 Uuase WAILEL WwALA [NAESeass

estado g, de um conjunto finito d estados Q. In lr.:lalmente o controle
central esta no estado ¢, , chamado de estado inicial, a cabega encontra-se

(2) Um alfabeto £ é um conjunto de simbolos. Uma seqiiéncia finita de simbolos de X
é uma palavra sobre X. O conjunto de todas as paiavras sobre Z é denotado por P
O niimero de simbolos de uma palavra x ¢ denotado por | x |, e ¢ chamado o com-
primento de x. A palavra de comprimento zero ¢ denotado por A e é chamada a

palavra vazia.



48 Parte B — Complexidade de Algoritmos

sobre a célula mais a esquerda, contendo o simbolo F, e as n células
seguintes contém uma palavra x, chamada de entrada, sobre o alfabeto

de entrada e saida, I, = T\{F, b}. As demais células da fita contém

o simbolo branco, h A computagio da maquma comega entdo, pros-

T .

seguindo passo a passo. Um m passo da maquina consiste das seguintes
operagoes:

(@) ler o simbolo ¢ sob a cabega;

(b) escrever um simbolo ¢’ no lugar de o;

(c) reposicionar a cabega, que pode ser movida uma célula a

direita ou & esquerda, ou deixada no mesmo lugar;

(d) mudar o controle central para um novo estado gq'.
As operagdes (b), (c) e (d) dependem apenas do simbolo ¢ lido em (@)
e do estado ¢ do controle central antes deste passo. Ademais, o simbolo

g & necessariamente diferente de + sempre que o for diferente de f ;
no caso em que ¢ = F, a cabeca encontra se sobre a célula mais é

esquerda da fita, eentdo o
ser movida para a esquerda.

A computagio prossegue passo a passo, sO sendo interrompida
se o controle central assumir um dos dois estados
isto acontecer, dizemos qt
tado ﬁnal for ¢,, dizem
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aceita a eptrada x, e se for
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ﬂ, W O UJWw AL
parar, x ndo € nem aceita nem rejeitada. A sazda da maquina, definida

apenas se a maquina parar, é a palavra sobre X, , escrita apos a pri-
meir a célula a esqu erda contendo l- até o nrlmelro Si“""‘ lo de V\V

w1 YwARNSNS Lsvw ‘JI.AAAI 121 UV1IV /s

na fita, exclusive.
Controle
Central
|
Cabeca movel |
de leitura e gravagio |
l Fita de entrada/saida/trabalho
F ¥\ ¥

Figura 1 — Uma méaquina de Turing.

Uma maquina de Turing M reconhece um conjunto 4 < T*

e/s

se para toda entrada x € £¥ ., M para, e aceita x sse x € A. Uma maquina
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de Turing M calcula uma fungdo f: LZ,‘/S—»Z’;/S se para toda entrada
xeX¥,, M para, e a saida de M ¢ a palavra f(x).

Resumindo formalmente a discussdo acima: uma maquina de
Turing M € um sistema (Q, ¢, 4., q,, Z, Ze/s, +, B, 6) onde ¢, q,,
€0, FH, BeX, X < I\{F Bl e & é a funcdo de transferéncia

Hr = ejs = =A\y 2 Ay ~ U N Aaids 2od S (22
h ] ) 3 4 < A @l Pa - { 1 ~ ) A N

deM,6: Q0 xZ -0 x Z x {—1,0,1}. Ainterpretagdo de d(q, o) =

= (¢, ', A) ¢ que a maquina no estado ¢, tendo lido o, escreve o',
move a cabega A células para a direita, e muda para o estado ¢, sendo
portanto sujeita as restrigdes:

scg=Fentdo g =FeA=+1.0uA=0,

se ¢ # I entdo o' # I,

e 904, 0) = (4, 0,0),

5(qr9 0) = (qr’ o, 0)
Finalmente, a transformagio da fita associada a maquina M pode ser
formalmente definida pela relagio F, abaixo sobre £* onde £ =
=XuQ x X Para x,yeX* e §(q,0) = (¢',0',A):

(1) se A = 0 entdo x(q, 0)y F\ x(q', 0)y;
(i) seA=+ley=1,0ouseA=+1,y =y=Aer1 =} entdo

yla s\v E yer' (o' TYv' -
MM V) MY M YJ)
(m) se A= —1e x=x't entdo x(q,0)y Fy, x'(q, t)a'y.

Uma madquina de Turing ndo deterministica ¢ um sistema formal
como o acima descrito, com a unica diferenga que a maquina nﬁo

deterministica possui uma fita adicional chamada fita de suge
O controle central tem acesso a

es
informacgdes nela armazenadas. O acesso € por meio de uma cabeca
A ..

nteral tams arace

¥
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cialmente sobre a primeira célula a esquerda da fita, que cont ém
simbolo F, as células seguintes contém uma palavra y de £* , e

demais celulas da fita de sugestdes contém brancos . A computaciao
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antes. | L fu § 1
da maquina é agora uma funcao 5 OXxIXxX->QxZXx{-1,
0, +1}2, refletindo que cada passo depende agora nio s6 do estado ¢
do controle central e do simbolo ¢ lido da fita de entrada/trabalho/saida,

mas também do simbolo lido da fita de sugestdes. com a seguinte

ARACAD P RAAAUWILL WU JiikAUVEY UHmvosUwdy wvaas 8 Ovess

interpretagdo: se d(q,0,,0,) = (q’,0’,A ,A,) entdo o controie
central no estado ¢, lendo o, na fita de entrada/trabalho/saida e g,
na fita de sugestoes, escreve ¢’ no lugar de o, move as duas cabegas
respectivamente A, e A, células para a direita e muda para o estado q'.
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A idéia da fita de sugestdes é dar & maquina informagdes auxi-
liares, dai o nome de fita de sugestdes, para ajudar a determinar se a
entrada x da maquina deve ou ndo ser aceita. Isto sugere a definicdo
abaixo.

Um conjunto 4 = ¥ ¢ aceito por uma maqu
nistica M, se com entrada x:

(a) se x € 4 entdo com alguma sugestdo y a maquina M para e

aceita x;

tera observado que a definigdo de maquina de
Turing ndo deterministica estende a definicio do modelo determi-
nistico. De fato, qualquer maquina de Turing deterministica pode ser
encarada como uma maauma ndo deterministica que lon_ora a sua fita

y e

de sugestdes. Deste modo, uma maquina deterministica M aceita
um conjunto 4 se M, encarada como uma maguina nio determi-
nistica, aceitar 4. Note que se uma maquina deterministica reconhecer
A, entdo ela também aceita 4. A reciproca nio é verdadeira: é possivel
a uma maquina deterministica M aceitar um conjunto A4 sem reco-
nhecé-lo.

Vamos ver agora um exemplo simples aplicando os conceitos

acima. Considere a maquina de Turing deterministica

M= (0, 4y, 445 4,» Z, Z,5, |, B, 6) que reconhece® {0"1" |n > 1},
onde
— V] ~ P P P ,.\v_(luniAn\w 0 0
— WMo Y15 425 435 Y45 Yas 4rfs « = AP, YU, 1,4, Dy, L, = (Y, 1
e 0 ¢ dado por:
(1) 0(q,, F) = (g, F, +1)
0(q,,0) = (q,, 4, +1)

(M verlﬁca se a entrada ¢ da form__a ()"l substi
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tuido por um 4 e em segu1da M move para a dll‘el
curando o primeiro simbolo 1.);

(11)5((11,0)—(41,0 +1)
) = (4,, B, +1)

\'111 =

)=(q39 ’ l)

(3) Para 0 € £ a notagido ¢" denota a palavra go ... 6 de comprimento n.



(No ‘estado g,, M passa por cima dos simbolos 0 ¢ B até encontrar o
primeiro simbolo 1, que é substituido por B. M agora movera a es-
querda no estado g¢,.);

(g,, B, —1)

, 0) = (a~, 0, —1)

E
I

stado q2 a maquina vai a esquerda, passando por cima de B's.
substituidos, o primeiro simbolo que
‘OC‘U ara o 0 mais a
{ .Ca t , ¢ ro simbolo diferente
de B for um A, entdo ndo ha mais zeros, € premsamos apenas verificar

se todos os 1's foram subst1tu1dos por B's.);
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(iv) 8(q,, 0) = (g5, 0, = 1)
d(q,, A) = (g,, 4, +1)

(No estado ¢, movemos por cima dos zeros até um simbolo 4. Quando
este € encontrado movemos a direita no estado g, para substituir o
proximo simbolo 0 por A4.);

v) 5("1’49 B) = ((114’ B, +1)
0(g,, P) = 4, B, V)

(M verifica se todos os 1's foram substituidos por B’s.);

(vi) Para todo g€ X,

S/ _\ { ~ N\
o4y, 0) = Yy, 0, Y)
4(q,, 0) = (g,, 0,0)

(vii) Para todo (¢,0) € Q x T tal que &(q, o) ndo foi definido
anteriormente, J(q, o) = (q,, 0, 0).

Para a entrada 0011 temos a seguinte seqii€éncia de passos que

(g, F)OOI1 k,, F(g,,0)011 F, FA(g,,011 F, FAO(g,, ]
Fry FA(q,,0)B1 F,, F(g,, A)OBI F, +A(q,, 0)BIl
k., FAA(q,,B)1Fy FAAB(q, 1)k, FAA(q,,B)B
by FA(q,,A)BBE, +AA(q,,B)BF, +AAB(q,, B)

(- L 7
Fag ! nnBB(q“,,"/‘)e:A i AABB{"a,;"/‘).

O Exercicio 15 mostra que esta maquina de Turing reconhece
o conjunto {0"1" | n > 1}.



Pelo exemplo acima podemos notar que descrever uma maquina
de Turing pela sua fungdo de transferéncia é bastante trabalhoso,
mesmo para resolver problemas relativamente simples. Para facﬂltar
a construgdo de maquinas de Turing, certas ‘‘técnicas de programagio”
destas maquinas tornam-se indispensaveis. Com tais construcdes
podemos descrever maquinas de Turing mais complexas sem preci-
sarmos dar explicitamente fungdes de transferéncia envolvendo pos-

sivelmente centenas de estados. Por falta de espago ndo daremos aqui

estas técnicas. Quando precisarmos mais adiante construir maquinas
de Turing, daremos descricbes que esperamos que sejam suficiente-
mente pormenorizadas para que o leitor se convenga de que, seguindo
a descrlcao, pode construir a fungio de transferéncia da maquina de-
sejada.

Existem varios textos de computabilidade mencionados nas notas
bibliograficas em que o leitor interessado pode encontrar estas técnicas.

A resolugdo dos Exercicios 7 a 12 pode também ser de utilidade para
adquirir alguma pratica na construgdo de maquinas de Turing.

TaYal e ”~~ r\ a Ak

O. A tese de Church
“Qualquer procedimento efetivo pode ser realizado por uma
maquina de Turing”. Esta proposi¢do é conhecida como a Tese de

Church.

uilad madaq
€
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operagio da maquina € claramente efetiva. Assim, exammando as
propriedades que exigimos de um procedimento descritas na parte A,
fica intuitivamente claro que toda maquina de Turing descreve um
procedimento efetivo. O model lo de Turing, porém, é [50 simpies que
a primeira vista pode parecer injustificado supor que
dimento efetivo possa nele ser 1mplementado No entanto
isto que afirma a Tese de Church.

A nogio de procedimento efetivo é um conceito informal, e assim
a Tese de Church afirma a equivaléncia de um conceito informal e
um conceito formal, ndo sendo portanto passivel de demonstragio.
Néo obstante, existe consideravel evidéncia que suporta esta propo-
sigdo. De um lado temos uma vasta evidéncia empirica: cada um dos

algoritmos e procedimentos efetivos usados em matematica pode ser



descrito por meio de uma maquina de Turing, ou diretamente, ou
através de um formalismo mais conveniente equivalente ao forma-
lismo de Turmg Em partlcular pode-se demonstrar qQue para cada
programa em linguagem LP existe uma maquina de T Turing que calcula
a mesma fungdo. Mais ainda, existe um algoritmo que tendo por en-
trada um programa na linguagem LP produz por saida a descrigao
de uma maquina de Turing correspondente.

Por outro lado, todas as tentativas independentes de formalizar

os conceitos de procedimento efetivo € algoritmo se mostraram equiva-
ientes, ape"a‘r‘ de haver uma grande variedade de tais formalizagdes,
aparentement muito d1551m1]ares

aceita pelos matematicos.

Supondo que a Tese de Church seja aceita, podemos utiliza- la
ara dois tipos de aplicagdes. As vezes, para economizar tempo ¢
esforco, podemos especificar um procedimento \uuuuuahucuw e,
invocando a Tese de Church, concluir que existe um programa formal
correspondente. Este tipo de aplicagdo pode ser evitado, especifi-
cando-se formalmente o procedimento em questéo.

Existe uma certa analogia entre este tip’
Ae Church e demonstracoes em matematic

dluil vil NAWILAViiIUG y azaisvva

|'r1

assim, na maioria dos casos em matematica, usamos métodos informais
em nossas demonstracdes, subentendendo-se que, se desejado, pode-se
transformar as demonstragoes informais em demonstracoes formais

Azaansa a2l L2202 LIRARAUJAIORLC

numa teoria formal conveniente.

O segundo tipo de aplicagdo é porém inevitavel e ocorre quando
demonstrarmos que ndo existe um programa formal de uma certa
espécie, mas pela Tese de Church afirmarmos que néo exista tampouco

nenhum orocednmento informal do tlpo desejado. Usaremos nas

~
o ~so
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4. Medidas de complexidade de
maquinas de Turing

A eficiéncia de um algoritmo pode ser descrita pela fun¢ao que
para cada entrada da por resultado o tempo de execugdo do algoritmo
com esta entrada. No nosso modelo, “tempo” corresponde de modo

natural ao niimero de passos tomados pela maquina até parar. Assim,



B4 Parte B — Compiexidade de Aigoritmos

para cada maquina de Turing deterministica M definimos a fungio

ty: 2¥ > Nu {0} dada por®:
(@) Se M com entrada x parar en

tomados por M até a sua parada;

SVALIGKRSVS pR SV2 Py

tao t,,(x) € o numero de passos

(b) Se M com entrada x ndo parar entdo #,,(x) = oc.

Para uma méquina de Turing ndo deterministica M a fungdo

M Z8— NuU{oo} € definida por:

(0} Qa nara alonma gnioagtan v n manminag A acaitar a antrada

\a) vV paia a15u1ua DUEUDLGU )/ lua\luuxa vl asvviilal a viitiaua A
entao t,,(x) € o numero de passos minimo dentre todas as computagdes

da A it N ate ada t : +
G Hm qud aclilam X. \n’L‘uC Guc poaemos /ari i L

quais M aceita x, tomando um numero maior ou menor de passos
conforme a sugestdo.);
(b) Se M ndo aceitar x com nenhuma sugestdo, mas parar com

o numero de passos minimo dentre

, entdo 7,(x) € o
das as comp tagbes de M que rejeitam Xx;
(c) Se M ndo parar com nenhuma sugestdo entdo f,,(x) = co.
E muitas vezes mais conveniente medir a eficiéncia de um algo-
ritmo em termos do tamanho de sua entrada. Assim, dada uma fungao

g: N - N dizemos que uma maq ina de Tur no M é limitada em tempo

por gse ty(x) < g (I X | ) para toda entraaa x. Seja G uma familia de
fungdes g: N — N. Um conjunto A € reconhecivel em tempo G se existir
uma maquina de Turing deterministica M que reconhece A e é limitada
em tempo por algum ge G. Um conjunto A4 € aceitdvel em tempo G
se existir uma maquina de Turing ndo deterministica M que aceita A

e é limitada em tempo por algum geG.

~aAa

Uma outra medida de complexidade de algoritmos importante
€ a “‘memoria” utilizada na computagdo. Isto corresponde natural-
mente ao numero de células da fita visitadas pela cabega de leltura/gra-

vagdo da maquina de Turing durante a comp' taf‘ao. Por

define-se que o espago utilizado num
infinito, mesmo se a maquina visi e
da fita. Deixamos ao leitor, como exercicio, as definigdes da funcio
analoga a ¢, (x) para a medida de complexidade de espago, bem como
os conceitos de comunto reconhecivel e aceitavel em espago G.

et WCmpo € €spago para aq" iasde T uuug
eneralidade, ser expressos a menos de uma
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(4) n < oo para todo ne N.



Complexidade de Algoritmos: Nogdes Basicas 5

constante multiplicativa, conforme o Exercicio 11. Para isto freqiien-
temente € muito conveniente utilizar-se da notagdo O definida do se-
guinte modo: dadas as fungdes f, g: N — N dizemos que fe O(g),

leia-se f é da ordem de g, se existir uma co nte K>0e n, e N tal

swalsT OV winkdvia ~ s ‘ ~ wlaa

que f(n) < K - g(n) para todo n > n,.

FYEROCICING
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RCI
1. Mostre que o numero de operagdes efetuadas pelo procedimento
mdc é T, ,(m,n) = 7 (min(m, n) — mdc (m, n)) + 8. Conte cada
soma (+), subtragdo (—), atribui¢do («), calculo de resto, com-
paragdo, Vv, etc. como uma operagdo. Assim, por exemplo, cada
execugao de se m < n entao d — m senao d «— n conta como duas

oneracoec
val “YUVL’.

2. Mostre que o numero de operagdes efetuadas pelo Algoritmo de
Euclides, T (m, n), ¢ limitada superiormente por 10 log, n + 8.
(Sugestao: Mostre que para cada duas execugdes do comando
repetitivo o valor de y decresce pelo menos para y/2.)

3. No texto comparamos os algoritmos mdc ¢ de Euclides pelo seu
desempenho no pior caso, para cada n fixo. Defina o conceito de
tempo médio de execugdo para n fixo, para o algoritmo mdc. De-
monstre que existe uma fungdo 7, (n) que corresponde a sua defi-
nicgao.

4. Estude as propriedades de 7, (n) do Exercicio 3.

(@) Determine o valor de 7 ,(45);

(b) Determine o valor de 7, (p) onde p € primo;

(c) Determine o valor de 7,(p - g) onde p € g sdo primos;

r no

(d) O que vocé pode dizer no caso geral?
5 Comldcrc um problema para o qual dlqpomm de uatro algommm

algorltmo indique a faixa de valores de n para os quais ele € o

melhor dos quatro algoritmos. (Para um numero real «, |« ] denota
o maior inteiro contido em «. isto é. 0 maior inteiro niao maior do

S -vv wAAE Vvg AT g aaaliaa -..-'--v A a2aaleiNSL

que a.)

6. Contraste as defini¢des de conjunto reconhecido por uma maquina
de Turing deterministica, e conjunto aceito por uma maquina de
Turing ndo deterministica.



7.
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12.

qu e vrrasnma fla
. Mostre que as linguagens (b

Parte B — Complexidade de Algoritmos

Construa uma maquina de Turing deterministica que reconhece
o subconjunto de {0, 1}*
(a) {xx® | xe {0, 1}*} onde x® denota a palavra reversa correspon-

+ afintda A R - R __ +-R 7/--1\R 1 ..R
dente a x definida por: At = A, (lﬂ) = Ox , \(X1)" = 11X

(exemplo: (01001)* = 10010);
(b) {x|x & a representagio biniria de um numero par};
() {x | x ¢é a representagio binaria de um numero divisivel por 3} ;
(d) {1" Ine N}
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no sentldo definido no Capitulo D.

Exercicio
I

I.

. Mostre que o conjunto (d) do Exercicio 7 é reconhecivel em espago

| x |, onde x é a entrada da maquina de Turing

. No texto foram dadas duas defini¢des para ¢, (x), uma paraM
deterministica € uma para M nio determ 'nisuca Mostre que se M
for uma maquina deterministica entio ,,(x) calculada por ambas
as definigdes d4 a mesma fungio. Con51dere uma maquina deter-

ministica como uma maquina ndo deterministica que ignora a
sua fita de sugestoes.

{

(a) Mostre que se L € reconhecido por uma maquina de Turing

limitada em tempo por ¢ (n), onde n é o0 comprimento da entrada,

e lim t(n)/n*> = co entdo para qualquer constante ¢ > 0 o
n— oo

conjunto L € reconhecido por uma maquma de Turing de fita

unica iimltad" em tempo por max (n, c,* t(n)).

(Sugest:o construa uma nova maquina de Turing que re-
~ 1 10 1 P WA R |

conhega L cujo aifabeto tem mais simbolos do que o aifabeto
da maquina original. Note que basta demonstrar a proposi¢io
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limitada em espago por e(n) entdo para qu alqu
m

¢ > 0 o conjunto L ¢ reconhecido
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maquma de Turing se exi

nistica que com entrada 1" produz a saida
(@) f(n) = n+ 1 é computavel;

(b) se f e g sio computaveis entdo f o g também é computavel;
(c) se f¢éuma fungdo computavel e K € N entdo a fungdo g definida

por



g(0) =K
g(n) = f"(K) para n > 1,

p—
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mas f ¢ (n Uog2 n)).

14, Mostre que
(@) toda fungdo constante pertence a O(1);
(b) existem fungdes f e g tais que ge O(f) mas f¢ O(g).
) Seja O(N + 0@ ) ={h: NoN|h=f+g € f€0() ¢
g'€0(g)}. Entdo O(f+g = O() + O(g) (max (£, g))
15. Demonstre que a maquina de Turing construida na Secdo 2 re-
conhece o conjunto {0"1" |n > 1}

NOTAS BIBLIOGRAFICAS
119]. A Tese de Church

o de nrocedimento

O modelo de Turing foi definido e

1ma [»WraZal o If‘(‘o
ime a convicgdo de que este € um mod

efetivo, e coroa os esforgos desenvoividos na primeira metade deste
século em logica matematica para isolar este conceito. [39] € uma
referéncia sobre a evolugdo historica de artefatos de computagao
mecanica. Algumas destas contribui¢des jA anteviam a importancia
da complexidade dos célculos, muito antes do aparecimento dos pri-
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A analise de algoritmos especificos, em muitos casos antecedeu o
estudo mais abstrato e geral de questdes de complexidade computa-
cional, e se desenvolveu em paralelo com esta teoria. Muito do que
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se conhece sobre técnicas de analise de algoritmos pode ser encontrado
nos livros de Knu [60 61, 62].

A primeira tentativa para medir a dificuldade de computagio de

um ponto de vista ax10mat1co foi feito por Rabin [97]. Mais tarde o
trabalho de Hartmanis e Stearns em [54, 55] estabeleceu alguns resul-
tados fundamentais da teoria, e constitui o primeiro estudo sistematico
de uma medida especifica de complexidade. Desde entdo, o campo
de complexidade tornou-se uma das areas de estudo auténomo de
Teoria da Computagdo, e vem se desenvolvendo vigorosamente.
Uma formalizagio elegante e abstrata do conceito de medida de

complexidade é a teoria axiomatica de Blum [5].



CAPITULO I

PROBLEMAS INDECIDIVEIS

1. Introducdo

Em 1900, no Segundo Congresso Internacional de Matematica
realizado em Paris, vid Hilbert prnpﬁs uma lista de nrgblemas de
envergadura em Matematlca cuja solugdo ‘‘desafiaria futuras ge-
ragbes de matematicos”. Varios problemas desta famosa lista foram

desde entdo resolvidos. Alguns, porém, resistiram até hoje a todas
as tentatlva% de solucido, e permanecem ainda em aberto.

O décimo probiema da lista de Hiibert era de enunciado bastan-
~ te simples: descreva um algoritmo que determina se uma dada equa-
¢do diofantina, a diversas variaveis, isto é, uma equagio do tipo
P(u,,u,, ..., u)=0, onde P ¢é um polindmio com coeficientes inteiros,
tem uma solugdo no anel dos inteiros. Em linguagem ligada a com-

to " ter A Fa b

p"fm‘ﬁn escreva um programa que tem por entrada uma equagio
diofantina, e que da por saida sim ou ndo, conforme a equagio dada
tenha ou ndo solugdes inteiras. O programa ndo precisa encontrar a
solugcdo da equagdo. Precisa apenas determinar se tal solu¢do existe.

Por exemplo, se a entrada for x2 — 32 + xy — 11 = 0, ent" O pro-
grama, apos um nuimero finito de passos, deve responder sim, pois
esta equacdo tem solugdo inteira (x =3, y =2 é uma solugio). Jé s

a entrada ao programa fosse x> + y? + xy — 11 = 0, entdo a res-
posta deveria ser ndo, pois esta equagdo ndo possui solugdes inteiras.
A simplicidade do enuncnado do décimo nroblema de Hilbert é

L
ilusoria, pois apesar do intenso esfi

Ci
ro o

70 anos depois que a solugéo foi ﬁnalm ent 1da, por N .
um matematico russo de apenas 22 anos na epoca A soluc de Ma-
tijaseviC. € bastante complexa, dependendo tanto de resultados gerais
de Teoria dos Numeros, conhecidos ha centenas de anos, como do
trabalho anterior, cspccif' co sobre o problema de Hilbert, de trés

americanos, Martin Davis, Julia Robinson e Hilary Putnam, que por
sua vez baseia-se em certos resultados fundamentais sobre logica e
algoritmos descobertos na década de 30 deste século por Kurt Godel,

Alan Turing, Emil Post, Alonzo Church e Stephen Kleene.



Embora os pormenores da solugdo sejam complexos, o resultado
de todo este trabalho pode ser descrito com mais facilidade ainda do
que o proprio problema: tal algoritmo nao existe. O décimo problema
de Hilbert ¢, portdnto um exemplo de um problema indecidivel por
meio de um a15 ritmo. Tais pxublcuxao de tipG sim ou ndo sao deno-
minados problemas recursivamente (isto é, por ‘meio de algorltmos)
indecidiveis, ou simplesmente problemas indecidiveis.

Neste capltulo exibiremos alguns problemas naturais de com-
putagdo que sdo indecidiveis. Na verdade, as técnicas que exporemos
podem ser usadas para demonstrar limitacdes inerentes a qualquer
sistema formal mecanizavel. E uma vez demonstrado qu€ um ‘pi‘uuncma
é mdecndlvel, pode-se freqiientemente demonstrar que outros problemas
também sao indecidiveis, usando uma técnica de redugdo de um pro-

blema ao outro que est idaremos na Secdo 5 deste capitulo. Foi por

iv222C =iV —.-—"—'---'v Py Len vt LIt | sttt

uma redugdo deste tipo, embora muito mais complexa do que os
exemplos que veremos, que se provou que o décimo problema de Hilbert

SWARLIPANV O Wi waaaNS Ty | sdaediiad o =222 S22

¢ indecidivel. No fim do capxtulo daremos uma lista de outros pro-
blemas indecidiveis em logica, algebra e computagio.

2. Um probiema indecidivel de computag¢éo
Na Parte A deste livro foram apresentados os conceitos de pro-

cedimento efetivo, ou simplesmente procedimento, e de algoritmo.
Um algoritmo, como vimos, € um procedimento efetivo que para

apos um numero finito de passos, para todcs os valores possiveis de
seus argumentos. Vimos, por exemplo, um a demonstracdo de que o
Algoritmo de Euclides sempre para, 1st é, que este procedimento ¢

de fato um algoritmo.
Obviamente, a questdo de determinar se um dado procedimento
¢ ou nio um algoritmo é importante. Em geral, porém, esta questdo é
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dificii de ser respondida como indica o seguinte exemplo, apresentado
na linguagem LP definida na Parte A do livro, e que ¢ a solugdo do
Exercicio A.L.3.

rocedimento Fermat( ):

nici
X, y,z,me1,1,1,3;
repita x, y, z, n « sucessor (x, y, z, n) até que x" + )" =
devolva 1

fim

(-]



procedimento sucessor(x, y, z, n) : {seleciona a proxima quadrupla}
inicio
se n > 3 entdo devolva x, y, z+ 1, n— 1

&

-~
zZ > l entdia devolva x "+1

y > 1 entdo devolva x+l,l L,y+1
senao {y—l,z—l,n=3}

devolva 1, 1,1, x4+ 3

g

fim
Niao ¢ dificil verificar que este procedimento para se e somente se
existirem inteiros positivos x, y, z € um inteiro n > 3 tais que x" +
+ y"=Zz". (Verifique. Sugestdo: verifique primeiro que sucessor enume-
ra todas as quadruplas (x, y, z, n) validas.) Nao se sabe se tais nimeros

: PYIQme embora PPrmnt hvpeep anotado na maro oem de seu P"emylar

......... LRiriviGawaw llu BRACRL 6\.«.1

do livro de Diofanto que tinha achado ‘“uma prova maravilhosa” de
que tais numeros ndo existem, mas a prova infelizmente era demasiada-
mente longa para caber no reduzido espago da margem de seu livro. A

prova de que Fermat falava nunca foi encontrada, e se de fato era

uma prova correta, deve ter sido reaimente maravilhosa, pois em 300

1 A 1 | oY ta
anos ninguém conseguiu demonstrar esta proposi¢do, geralmente

conhecida como o Ultimo “Teorema” de Fermat. De qua]quer modo,
deve ser dificil decidir se o procedimento acima é ou ndo um algoritmo,
pois decidir esta questdo, como vimos, é equivalente a resolver um

m' . ray k 2 « '
“'oblema de Maten natica, em aberto ha trés centenas de anos!
P

Seria 6timo se pudessemos desenvolver um algoritmo que deci-
disse se um procedimento arbitrario dado é ou nio um algoritmo.
Se tivéssemos um tal algoritmo poderiamos, pelo menos em principio,
programar um computador que apos um ‘tempo finito nos daria a
resposta se o nrocedlmento Fermat acima é um algoritmo e, portanto,

1 UL ~s
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S€ O UlllmO lCOfCIIld UC FCITIldl C Ou Nnao veraadaciro. iNa S@Qio 5,
no entanto, mostraremos que esse problema também ¢ indecidivel,
e portanto tal algoritmo ndo existe.

3. Conceitos basicos

Para poder provar que um problema ¢ indecidivel precisaremos
formalizar algumas nogées.



Um predicado 6 sobre um conjunto X € uma fungio 0:X - {0, 1}.
Se 6(x) = 1 para x € X, entdo dizemos que X satisfaz 6, ou que 0 €
verdadeiro em x. Caso contrario, isto é, se 6(x) = 0, entéo dizemos
que x ndo satisfaz 0, ou que 0 € falso em x.

Um predicado # sobre X ¢é decidivel se exi:
que calcula 0, isto €, se F com argumento x € X para, e F )
Neste caso dizemos que F é um processo efetivo de decisdo para 6. O
predicado 0 ¢ indecidivel se ndo for decidivel. .

Certamente, qualquer colecdo de perguntas que admitem por
resposta sim ou ndo, isto €, qualquer problema sim ou ndo, pode ser

o

7
.
=
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=
=3
3
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representado por meio de um predicado. Um membro desta colecao
¢ uma instdncia do problema correspondente. Um problema ¢ decidivel
se o predicado que o representa for decidivel.

Um programa na linguagem LP é uma palavra sobre um alfabeto
I' conveniente, que inclui to
entar programas em LP. O I' portanto inclui, entre outros,
as letras maiusculas e minusculas 4,a, B, b, .... Z, z, numerais 0,
1, ...,9, sinais de pontuagido ,, :, ;, sinais que denotam operagdes
e simbolos +, —, x, +, >, =, «, procedimento, inicio, fim, repita,
até que, faga, tc. Naturalmente nem todas as seqiiéncias
de simbolos de T, isto &, nem todas as palavras de I'*, descrevem pro-
gramas validos. Existe porem um algoritmo que decide se uma palavra
de I'* representa ou ndo um programa valido em LP. (Vimos parte

deste algoritmo descrito em LP no Exemplo A.L7.)

A o q!_-LA‘r\ﬂ L Y- Yo A .
dos os simbolos necessarios para repre-
alfabet

7]

simbolo procedimento.

Um programa, quando executado, pode aceitar dados de entrada
de varios tipos, como niimeros inteiros, matrizes, textos, etc. Cada um
destes objetos pode ser descrito por uma palavra sobre I'. Assim
podemos supor que os dados d para um programa sdo codificados
numa Unica palavra de I'*, que chamaremos de texto de dados
grama e que denotaremos por d,. Deve-se especificar precisamente,
o que por motivos didaticos nao foi feito no Capitulo A.I, o que acon-
tece se o texto de dados for inadequado, por conter um nimero incor-
reto de argumentos, ou argumentos de tipo errado, ou argumentos
codificados incorretamente. Os pormenores destas especificagdes
ndo nos interessam tampouco, pois qualquer convengdo razoavel €
adequada para os nossos propositos. O que suporemos simplesmente

é que esteja precisamente especificada a seqiiéncia de agoes de um pro-

-

1

iamareimo do pro-
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grama qualquer quando executado com qualquer texto de dados. Por
exemplo se o programa sucessor descrito na Secdo 2 for executado
como um texto de dados que codlﬁca cinco mtelros em vez dos quatro

~ QO
3
w
. 3

PRI I LGNS

Estamos a

’

deste capitulo.

TEOREMA 1. Seja 6 o seguinte predicado sobre o conjunto T* x I'*

Ap Tk .
res de palavras de T* :

(i) 6¢P,,d) =1 se P, for um p

texto de dados d,, pd
(i) 6(P,,d) = 0 em caso contrdrio.

Em outras palavras, 0

4]
:
)
2.
S
<
o
'\‘

E importante entender que o teorema ndo afirma que dado um
particular programa e seu texto de dados de entrada, seja impossivel
determinar se o programa para ou nio com estes dados. Na Parte A
ja vimos uma prova de que o Algorltmo de Euclides sempre para para

nnaicnnpr antr
by Banadeindy Sadd
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iros pumuvua, ¢ poriamnto, as vezes €
perfeitamente possivel determinar o valor de 6(P,, d,). O que o teorema
afirma € que ndo existe um algoritmo que decida esta questﬁo para
qualquer programa P, texto de dados de entrada d,.

monsiragdo. Por contradigdao, suponhamos que existe um programa,
de nome Decide, que calcula o predicado 6. Considere
entdo o programa seguinte:

d ¢ as vezes chamado de “‘o problema da parada”.

2 l.l A A4
este teorema ¢, portanto, dizer que o problema da parad

o teorema afirma que nio existe um programa em LP com as caractenstlcas de-
sejadas. Pela Tese de Church isto “significa” que ndo existe um algoritmo para
decidir o problema da parada.

(1) O problema de decidir se um dado procedimento P
.U
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procedimento Confunde (A, B):
se Decide (A, B) = 1 entdo repita x — x até que | = 0
{A (B) para — Confunde ndo para}

— Confunde para}

Analisemos a execugio de Confunde com dados de entrada P, e
d,, supondo que P, ¢ um programa de nome P. Claramente, se Decide
(P,, d) = 1, isto &, pela condicdo (i), se P para com dados d, entde
Confunde (P,, d,) nunca para, pois reoetiré incessantemente a execugao

1
1

> A
n Ao AIAS A

a Comnaigasd

do comando x « Xx, uma Ve€z qu
Por outro lado, se Decide (P,, d,) = O isto é se P ndo para com dados d,
entio Confunde (P,, d,) para com resposta 1. Portanto, para um pro-

grama P,, de nome P, com texto de dados d,:

— N A camnre falea
— VU L duillpiv 1aloa.

~ 7
NN M l"') m
1AV lJu

m os dados

Confunde (P,, d,) =

ndo para, se

Com o auxilio de Confunde

procedimento Diagonal (A):

P para com estes dados.
definimos o seguinte programa:
devolva Confunde (A, A).

de Diag

onal, supondo gque A seja
r e § J

um programa. Diagonal chama Confunde ( , A), e portanto Diagonal
para com resposta 1 se o programa A nio para com dados de entrada
que é o seu proprio texto. Caso contrario Diagonal ndo para.

A qta A
Agora estamos em condigbes de provar a contradigdo que € acar-

retada pela hipotese da existéncia de Decide. De fato, qual € o resultado
de Diagonal (Diagonal,)? Se Diagonal tendo seu proprio texto por dados
de entrada parar, entdo pela discussdo acima de como Diagonal fun-
ciona, sabemos que Diagonal (Diagonal)) ndo para. Se, por outro lado,
Diagonal tendo seu proprio texto por dados de entrada ndo parar,

2458 LLAIAY

entio da mesma discu
Em suma:

T nr'xrq

b)) para-

-nnnmn

wuuguorii \Dl

M
l

ssdo sabemos que D

Diagonal (Diagonal,) para sse Diagonal (Diagonal,) ndo para.

A prova deste teorema é relativamente simples e curta, mas ¢
pouco intuitiva. Vale a pena analisarmos um pouco a estratégia da
demonstragio. Queremos demonstrar que nenhum programa com as
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caracteristicas de Decide pode existir. Como ndo sabemos como tal
programa poderia ser, agiremos contra um ‘“‘adversario” que alega
(falsamente) estar de posse de um tal programa. Nos entdo lhe soli-

o texto descreven construimos Con-

citamos o texto descrevendo Decide, e de sua posse
funde € Diagonal. Diagonal opera sobre um programa P,, de nome P,
e consultando Decide SObi‘c O que P faz quIIGO apresentaao com um

texto P,, faz exatamente o contrario. A contradi¢do surge entio se

Diagonal € apresentado com o seu proprio texto Diagonal,, pois neste
caso se Decide diz que Diagonal para entdo Diagonal ndo para, e se

Decide diz que Diagonal ndo para entdo Diagonal para. Deste modo
mostramos ao nosso adversario que Decide ndo pode dar a resposta
correta com entrada (Diagonal,, Diagonal))'?’. Em outras palavras,
Diagonal é o procedimento que, tendo seu texto por entrada, faz exa-
tamente o contrario do que Decide afirma que Diagonal deveria fazer.

b. Redutibilidades

Existe uma grande variedade de problemas indecidiveis. Embora
para muitos destes problemas uma prova direta, como a que vimos
na segdo anterior, seja possivel, ¢ muitas vezes mais conveniente
utilizar-se uma prova indireta empregando o conceito de redutibilidade.
Intuitivamente, um predicado 6, € redutivel a um predicado 6,,
tivermos um método efetivo para decidir 6, desde que nos seja fornec1do

0 valor de 6’2 sempre que 101‘ necessari

Daremos abaixo uma destas for ahzacc’) S.

U predicado 6, X — {0, 1} é m-redutivel a um predicado
0,: X, » {0, 1} sse ex1st r um algoritmo f que para qualquer entrada
X, eX1 produz uma saida x, € X, tal que 6,(x,)=1ssef ,x,) =1
(€ 0, (x;) = Osse 0, (x,) = 0). Se 6, € m-redutivel a 6, entdo escrevemos
0, <.0,

Uma das aplicagdes de m-redutibilidade é dada pelo seguinte
teorema :

TEOREMA 2. Se
6

. . ’ ~
J or um prﬂl]ll‘nfl naectdi vp! o S ontno

LR 121218204 re < lll

g
1
é também indecidivel.

2

(2) Este método de demonstragido é essencialmente a técnica de diagonalizagcdo con-
cebida por Cantor em suas investigagdes sobre a Teoria dos Conjuntos.
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" Demonstragdo. Suponha que 6, é decidivel ¢ 6, <, 6, via f. Seja g
o algoritmo que calcula 6,, e seja h o procedimento:

o _...—A

procedimento /1(x): devolva g(f(x))

Este procedimento sempre para, pois tanto f como g sempre param.
Mas por hipotese 6, (x) = 1 sse 6,(f(x)) =1 e como g calcula 6,,
0, (f(x)) = 1 sse g(f(x)) = 1. Portanto h € um algoritmo que calcula

6 o que é uma contradigdo, pois 6, € indecidivel. m
1
A seguir aplicaremos este teorema para provar que alguns outros
problemas sdo indecidiveis

COROLARIO 1 (Problema da parada uniforme). O problema de de-

terminar se um pro-
..,.,J,. sAdivol ll m ne

~
nmonto NN

cedimento é ou ndo um algoritmo é indecidivel. Mais precisamente, ndo

e.xi.s.tg um programa Pdra que tem por entrada um programa P,, de nome
, e que pare para qualquer entrada P,, produzindo saida 1 se P é um

algorztmo (isto é, parar com quaisquer dados de entrada), e 0 em caso

contrdrio.

Demonstra¢do. Mostraremos que o problema da parada é m-redutivel

®

q
ao problema da parada uniforme. Portanto como 0O
problema da parada ¢ indecidivel (Teorema 1), pelo Teorema 2 o
problema da parada uniforme também o é.

Queremos, entao, construir um algoritmo f que, tendo por en-
ada um proerama P e to de dados 4., dé nor saida m pro-
€

uuu il PR LRl -~ vv ‘- D 8y BN r-_

grama (,, de nome g, tal q e O com quaisquer dados pér-“ s€
mente se P para em d. A saida de f sera entdo o texto

SO-

procedimento Q( ): P(d)
P,

onde P é o nome de P, e d sdo os dados correspondentes a d,. E 6bvio
que tal agoritmo f pode ser construido. Pela Tese de Church, portanto,
podemos construi r um programa para f(P,, d,). Note que f manipula

tavta P del
o texto P, dele extraindo P, e d, extr

texto Q acima.
TInAtAng mentn de N O tevtn p A inr‘]llir‘n

iceman n
lD\.«llon asuxu U L1 ULIVIVLIC11 Y+ VW tvalv 1 VW AllWiNsiNAWS

para definir P dentro de Q. A execucdo de Q consiste 51mplesmente
em chamar P com dados d, e portanto é 6bvio que Q para com quais-
quer dados sse P para com 4. ®

ndo d, e em seguida escreve o

ml



66 Parte B — Complexidade de Algoritmos

COROLARIO 2 (Problema da equivaléncia de programas). Ndo existe
um algorit-
mo Eq que decide se dois procedimentos dados P, e P, sdo equivalentes;

mais precisamente, ndo existe um programa Egq (P,, Q,) tal que Eq pdra

com quaisquer dados de entrada, e Eq (P,, Q,) = 1 se os procedimentos
P e Q calculam a mesma fun¢do e Eq (P,, Q,) = 0 em caso contrdrio.
Note que P e Q calculam a mesma func¢do se para qualquer entrada ou
ambos ndo param, ou ambos param com a mesma resposta.

Eq (P,, procedimento Diverge ( ): repita x « x até que 1 = 0) =

sse P ndo para com nenhuma entrada. Isto mostra que o problema do

L4 ’ PR
Exercicio 4 € m-redutivel ao problema de equivaléncia de programas,

e portanto, pelo mesmo exercicio, este problema é indecidivel. m

6. Outros problemas indecidiveis em matematica

em varios ramos da Matematica, sem dar
sultados, limitando-nos s1mplesmente a enunm' los No fim d
pitulo damos indicagdes bibliograficas onde as demonstragdes podem
ser encontradas.

Em geral, as demonstracdes destes resultados sio por meio de
redugdes do tipo que vimos na se¢do anterior, as vezes muito mais

complicadas. J4 mencionamos um destes problemas na introdugio
deste capitulo: é o décimo problema de Hilbert. Passemos agora a
outros exemplos de problemas indecidiveis.

(@) — O Problema da Correspondéncia de Post

Dado um alfabeto £ e um conjunto finito de pares de palavras
sobre X, {(x,,y,), (x,, ¥,), -y (X, yk)} ¢ indecidivel se existe uma
seqii€éncia ﬁmta deindicesi,, i,, ... i tal que 1 <i<kex;x,..x =
= .yi;.})iz 'V n
(b) — Teorias de Primeira Ordem

E indecidivel se uma expressdo formada com os simbolos 0, 1,
+, +, = conectivos logicos A, v, 1, variaveis, quantificadores logicos
3, V, € um Teorema da Aritmética.
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Probiemas indecidiveis

(c) — O Problema das Palavras em Grupos

E indecidivel se duas palavras dadas representam o mesmo ele-
mento de um grupo finitamente apresentado.

Estes exempios mostram a diversidade dos problemas que ja
foram demonstrados serem indecidiveis. Existem muitos outros pro-

blemas em areas que vdo de Topologia a Linguagens Formais, de
Biologia Matematica a Algebra.

Em muitos destes casos, até que o problema foi demonstrado ser
indecidivel, acreditava-se ser p ossivel construir um algoritmo para deci-

Lvaveaels Sda V2 1 % -

PR

dir o probiema. Deste moao uma das ‘“‘vantagens” de se ter uma de-
monstragdo de indecidibilidade, é exatamente em mostrar a futilidade
de se continuar a tentar desenvolver um algoritmo para o problema
em questdo. Note, no entanto, que mesmo que um problema seja
indecidivel, uma subclasse menos geral do probiema pode ser decidivel.

nde nartantn cer intereccante lrlpnhﬁnqr uma tal cnnhela sse e decen.
p 8 U\-I\i, PUI l-“ll‘v’ OWwil 110wl VOUGWLIVW INBWALVILAVGR Y4iilea LAl ouU\.u W W WwWUIUWii

volver algoritmos de decisdo para a mesma.

EXERCICIOS

2
&
Q
=8
o

1. Verifique que a contradigio a

1 que
do algoritmo Decide no Teorema 1 desaparece S€ Supusermos
apenas que Decide € um procedlmento, isto € se supusermos que

se Decide (P,,d,) para, entdo Decide (P,,d,) = 1 se P(d) para,
e Dorjde (P A\ — 0 se Pl nao nara Doride

\4 A7C LivAL “ “ll -_ A \u, A1a }I“lu U(rbl—"(r, pur

parar para alguns argumentos.

2. Esboce um procedimento efetivo Decide que com dados P, e d,
para sempre que P em d parar, e se parar, entdo da o resultado
1 se P em d parar, ¢ 0 em caso contrario.

3. Verifique que dado um conjunto X, a relagdo <, € reflexiva e

IC U 1_|uutu ac pr uuauua Oorc A.

4. Prove que o problema de determinar se um procedimento ndo para
com nenhuma entrada é indecidivel.

5. Prove que o problema de determinar se um

i
pa | am oy

rograma P com dados
de entrada d executa um dado comando do m idiv

JARP DRt Lo |
C HH1UCC1AlvCl.

Q-
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6. Prove que o problema de determinar se o valor-da fungdo inteira
calculada por um programa P é maior do que 5 para alguma
entrada € indecidivel.
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Parte B — Compiexidade de Aigoritmos

Considere a fungdo f: N* x N* — N* de pares ordenados de
naturais ndao-nulos em naturais nao-nulos:

(x+y—1
fx,p) =

N’

(x4
\

v—2)
L4 J
2

+ ).

(a) Mostre que f é bijetora.
(b) Ache as fungdes “inversas” g: N* - N* e h: Nt - N7 tais

que g(f(x,y)) = x e h(f(x,y)) =y
(c) Observe que f enumera os pontos de N¥ x N7 ; o j-ésimo

’ ,

ponto de N* x N* é o tnico par ordenado (x, y) tal que
f(x,y) =j, com x = g(j) € y = h(j). Mostre graficamente
esta enumeragdo, colocando nos pontos (x, y) do plano car-

tesiano o valor de f(x, y). Descreva em termos geométricos

+ It
a regra pela qual f enumera N* x N

(d) Generalizando a regra geométrica acima, obte a uma fungiao

. ’ . R +
t que enumera N*3, isto é, uma funcgio bijetora ¢: N* x
+ +
x N" x Nt - N,
(e) Sejam

(¢

L,x, ¥, 2) =f{fx ), 2)
Mostre que as fungdes ¢,, ¢, € a fungdo ¢, dada em (d), sdo
trés bijegOes distintas de N*3 em N*.
(f) Construa uma bije¢io de N** em N*, para k fixo.
C
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S
3
Q
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A

mente enumeraveis € recursivamente enumeravel.
(b) Mostre que um subconjunto 4 de X é recursivamente enume-
ravel sse existe ym programa P que com uma entrada x € X

A A

SS€ X € A.

o

Ar
al

o

Um subconjunto 4 de X se diz recursivo sse existe um algoritmo
que calcula sua fungdo caracteristica, isto €, quando o problema
“x €AY’ é decidivel.



10.

11.

12.

13.

(a) Mostre que se A € recursivo, entdo 4 € recursivamente enume-
ravel.

(b) Mostre que existe um conjunto recursivamente enumeravel
que ndo € recursivo.

Seja 4 um subconjunto dos nimeros naturais. Mostre que
se A é infinito e recursivamente enumeravel em ordem nao
decrescente, isto ¢, se 4 = {f(i) | i e N} onde f é computavel,
i < j, entdo A € recursivo.

d) Mostre que um subconjunto 4 de um conymto X é recursivo

sse A e X\A sdo recursivamente enumeravels

—
()
N’

Prove que nem o conjunto T de todos os programas

em

sio algoritmos, nem seu complemento em relagao a I'* (ou em
\ :
J

relagdo ao corljumu de tod

vamente enumeraveis.

o}
(/2]
Q
(7]
e

Sejam A e B subconjuntos de I'*. Dizemos que A é m-redutivel a B,
e escrevemos A <, B, se o predicado “x € A” € m-redutivel ao
predicado “y € B”.

(a) Mostre que se A

B e Bé recursivo (recursivamente enume-

- A

ravel) entdo A4 ecursivo (recursivamente enumeravel).
(b) Seja K = {P,| P,eT*, P, ¢ um programa que com dados
P, para}. Mostre que K € recursivamente enumeravel, mas

nao € recursivo.

oy "oser

(¢')]

(c) Mostre que um subconjunto 4 de I'* € recursivamente enu-
meravel sse 4 < K
<. K

Sejam A e B subconjuntos de I'*. Dizemos que A & m-equivalente

a B e escrevemos A=, Bsse A<,Be B<, A

(@) Mostre que =, € uma relacao de equlvalenma sobre 2'"
que a relagio <, se mantém entre as classes de equwalencna
(chamadas graus de indecidibilidade).

(b) O que vocé pode dizer sobre os conjuntos T e K dos Exercicios
10 e 11, quanto a relagdo <,?

Quais dos subconjuntos de I'* abaixo sdo (i) recursivos, (i1) recur-

sivamente enumeraveis ou (iii) tem complemento recursivamente

enumeravel?

(a) {P,| P, € um programa que para num conjunto infinito de
entradas}

(b) {P,| P ¢ equivalente a um programa Q, dado}



(©) {P,| P calcula a fungdo que ¢ identicamente 0}
(d) {P, | o conjunto de entradas para os quais P para é um con-
junto recursivo}

' , @ entrada dos programas ¢ uma palavra de I'*

NA ~cbon ~zzn
Mostre que

—
F

ado um programa P, que calcula uma fun¢do nido
decrescente, o problema de decidir se a imagem de P é finita é
indecidivel. |

=

15. Mostre que o problema da parada para uma maquina de urmg
e

>
=
3
3
O
n
=
&
o

e a .
toda entrad x de comprimento n, P(x) para em
passos (veja Capitulo B.I).

(a) Mostre que o problema “dado o algoritmo P, de tempo limi-

3 29 4 dival
tado por n3, P ¢ de tempo limitado por n2?” ¢ indecidivel.

b) Exiba um algorltmo P que calcula uma fungio f, tal que f é
computavel em tempo limitado por n® mas que nio pode ser
calculada por nenhum algoritmo de tempo limitado por n2.

(c) Mostre que o problema ‘‘dados os algoritmos P, e P,, ambos

de tempo limitado por n?, e uma entrada x, P, (x) = P,(x)?”

l
ma " ¢ e algneitenn~nce D o n
¢ decidivel, mas o y.ubluua dados os algoritmos P, ¢ P,,

ambos de tempo limitado por n?, P, e P, calculam a mesma
fungdo?” é indecidivel.

t'rl

’

neste capltulo O artigo original de Turing [119] contém uma analise
excepcionalmente lucida do modelo computacional de Turing a partir
da nogdo intuitiva de procedimento efetivo. A mesma discussio pode

5 5

ncontrada no livro de Minsky [83]. Davis [18] é um tex

em computabilidade e Rogers [101] é um tratado avangado da Teoria
das Fungdes Recursivas, recomendado para um estudo mais aprofun-
dado. Os livros de Minsky [83], Hopcroft e Ullman [56], Manna [77],
Simon [113] e Machtey e Young [71] sdo bons livros texto em que os

o

€r

[72]

conceitos deste capitulo sdo examinados, e o artigo de Borodin [7] é
um ‘‘survey” bastante completo da area.

A solugdo do décimo problema de Hilbert é apresentada em [20]
e [21]. O problema da correspondéncia de Post estd no artigo [95] e
também nos textos [83], [56]. A indecidibilidade da aritmética foi o
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primeiro resultado na area e deve-se a G6del [38] (veja também o texto
de Shoenfield[111]). O problema das palavras em grupos ¢ um resultado
de Novikov [89] e também esta no texto [111]. [101] e [112] contém
uma exposi¢do clara da teoria dos graus de indecidibilidade. Uma

colegdo dos artigos pioneiros mais importantes nesta area contendo
os artigos de Godel, Post e Turing mencionados acima, além de outros
trabalhos pioneiros, pode ser encontrada em [19]. O Teorema 1 é

baseado no trabalho de Turing [119].



PRODUTO EFICIENTE DE MATRIZES

1. Introducdo

Quantas multiplicagdes sdo necessarias para obter o produto de
duas matrizes?

Para responder a esta pergunta devemos precisar os métodos
admissiveis para o calculo do produto. Por exemplo, se os elementos
das matrizes forem nimeros reais positivos, € se permitirmos as ope-
ragoes logaritmo e exponencial, entio nenhuma multiplicagio é neces-
saria, ja que

a- b = exponencial (log

ST Vo T TE o

ritmo (a) + logaritmo (b)).

Utilizando a identidade acima podemos eliminar todas as multiplica-
¢Oes para achar o produto de duas matrizes de nimeros reais e posi-

Suporemos entdo, que os elementos das matrizes a serem mul-
as pertencem a um anel com unidade 4. Assim, as Gnicas ope-
ragGes permitidas sdo as operagdes do anel, além de testes de igual-
dade e desigualdade. Note que ndo supusemos que o anel ¢ comu-

tativo, isto €, a - b pode ndo ser igual a b-a"). A nossa pe

ST =
)

?

o

l-’ -
ag

)

—

o

( l) Lembramos que as operagbes + e - gozam das propnedades

. (A, +) € um grupo abeliano, isto é,

(@) a+ (b+c)=(a+ b)+ c para todo a,b,ce A:
(b)g+b:b a para todn 2 he A

Wwuv 4, v Aa,

(c) Existe um elemento 0c A4 tal que a + 0 = a para todo aeA;
(d) Para cada ae A, existe um elemento (— a)e A, chamado de o simétrico de
a, tal quea + (—a) =
2. (A, +) € um monoide, isto €,
(€ a+(b+c)= (a+b)+c para todo a, b, ce
(f) Existe um elemento 1 e 4,1 # 0, t 1 qu

eumelemento l e 4,1 # 0, ta

A;

ue e!—!ea=a

3. A operagdo - distribui sobre +, isto €, para todo a, b, ce A

@ (@+b)-c)=(-c)+ (b-o);
(h) (c-(a+ b)) = (c-a)+ (c-b)
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Esta pergunta, como vimos no Capitulo I, é tipica dps proble-
mas de complexidade de computagdo, no sentido de pedir a determi-
nagio da quantidade de recursos computacionais, (operagdes - no
caso), necessarias para €xecu

rizes

r uma ce tn tarafa N nlnr\r temn ~lA

itar uima ceria tarcia. v aigoriund Cias-
n x n nos fornece um limite superior de
n3 operagoes. Com efeito, se

sico de nroduto de matr

SiVY eV PR RS RSRRS

Z=[z]=X-Y,onde X ={x;] e Y=1[y]l

Z xik'ykj’ l —<— la.] S h,

onde X denota a somatdria no anel A

izamos uma multiplicagdo para ca d valor d

lizadas n multiplicagdes neste calculo. Como Z possui n2 elementos
utilizamos #n - n2 = n® multiplicagdes no calculo de Z. O numero de
somas, pelo mesmo raciocinio, sera n — 1 para o calculo de cada z;;,

nten—1)=n%—n?

6timo, e assim nada nos restaria fazer para m

o sio necessarias n® multiplicagdes para determinar Z.
Como veremos entretanto, nossa intui¢do nos engana neste caso, pois,
surpreendentemente, o algoritmo classico pode ser consideravelmente
melhorado.

""‘Qd

2. O algoritmo de Strassen

Para achar o produto de duas matrizes 1 x 1, certamente preci-
saremos de uma multiplicagdo (vide Exercicio 8). Para matrizes 1 x 1,
portanto, n> mumpllcacoes sdo necessarias € suficientes. J4 para m
trizes 2 X 2 nao se conseglu provar o limite mferlor nd=2=238
multiplicagdes. Isto ndo é de se admirar, pois em 1969 Strassen obser-

vou que é possivel multiplicar matrizes 2 x 2 usando apenas 7 mul-

ma-

U )
o
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tiplicagbes, com o algoritmo abaixo (expresso na linguagem LP, de-

finida na Parte 4, onde +, — e+ denotam as respectivas operagdes

no anel A)

procedimento Prodmar2(X, Y):

inicio

py <~ (x, + xzz)'(yu + ¥22);
« (x21 + x22)°y ;

— \
p3 4—)’11 (-ylZ -’22”
p4: U)zl _y”),

Ps < (xu + X12)* Vs5s

Ps — (X, — x1)) 0y +21,);
Py = (X, — X55) 0y +3,,)5
z2,<p,+p, —Ps+ P,

Zy2 = P3Py

2y <Pyt P, .
Z2 ¢ Pyt Py — Pyt P
devolva Z {Z = [z, ]}

Com as técnicas recursivas que foram vistas na Parte 4, podemos
utilizar o algoritmo Prodmat2 para obter um método mais eficiente
que o algorltmo classwo para o produto de duas matrizes quadra-

das n x n X e Y. Inicialmente vamos supor n = 2, para algum k > 2.
Mais tarde mostraremos como eliminar esta restrigio. Se n = 2*, po-
demos subdividir as ﬁatrizes X e Y, cortando-as em quatro partes
de mesma dimensdo

| I <, 1 [ g [ |

| ll:‘XlZI IY}2§Y12|

[+ I-__!YI

I_ 21 : Xzz_l |_Y21 : 22_| :
Assim X;; e Y;; sdo por sua vez matrizes quadradas n/2 x n/2 cha-
madas blocos. Por exemplo, X |, € a matriz formada pelas n/2 primeiras

linhas e n/2 primeiras colunas de X, enquanto que X, é a matriz for:
madas p_elas n/2 primeiras linhas e n/2 ltimas colunas de X, e assim
por diante. E um fato bem conhecido da Algebra Linear que o pro-
duto de matrizes pode ser feito por blocos, isto é
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le l= ZlZ
Z=X°Y= —;——-—:—;——-,Onde Zl'j=Xi1.Y1j+Xi2.Y2j
LLZl !'LZZ_!

e as multiplicagdes e somas indicadas sdo agora sobre o anel das ma-
trizes n/2 x n/2. Em outras palavras, podemos efetuar o produto X+ Y
como se X e Y fossem matrizes 2 x 2 com elementos tomados do anel

das matrizes n/2 x n/2, que reinterpretado como uma matrz n X n
sobre o anel A4, coincide com o produto de matrizes n x n XY

Por exemplo, para n = 4 considere

| — — -
101 21 0 1] 2 0
2 11-1 0 1 21-1 2
X: ————— : —————— eY_—___—___= _______
201 0 1 1110 0
|
0 31 1 0 2 01 0 -2
L | — L 1 —d
Portanto,
(4 31 2 -2 |
03| 3 2
Z=X.Y= —-——-+—____
2 2 4 =2
4 71-3 6

-

2 0 01 1 1] 0 0

21
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Assim,
[0 1] [ 4 21 [ a4 3]
“11-‘¥11'Y11+X12'Y21 = + = ’
I 4] | =1 —1] | 0 3
2 0] [ o-2] [ 2 -2
Z,=X,,"Y,+ X, Y,, = + = :
3 2 [0 O | 3 2
[0 2] [ 2 o] [ 2 2
221=X21 Y11+X22'Y21 = + = ;
3 6] ] ] 4 7]
[ 4 ol [ o—2] [ 4 -2
Zzz=X21'Y12+X22'Y22 = + =
_—3 6_ i 0 OJ _—3 6J

A idéia do algoritmo para calcular o produto de X e Y é subdi-
vidir as matrizes em blocos n/2 x n/2, e em seguida aplicar a rotina
Prodmat2, com X e Y consideradas como matrizes 2 x 2 sobre o anel
das matrizes n/2 x n/2. Os produtos € somas de Prodmar2 sio por-
tanto produtos € somas de matrizes n/2 x n/2. Para efetuar cada um
destes 7 produtos de matrizes, chamamos o algoritmo recursivamente,
agora com argumentos menores n/2 x n/2. Damos abaixo a descrigdo
precisa do algoritmo em LP. A notagdo X[i :j, k : £] significara o
bloco de X formado pelas linhas de i a j, e as colunas de k a ¢, inclusive.

_ 4  } reh ¥4 A ¥4

procedimento Prodmait(X, Y, n): {Produto de matrizes n x n,n = 2*}

inicio
se n = 2 entao devolva Prodmar2(X, Y) sendo m « n/2;
X, < X[1:m,1:m]; Y,, < Y[l:m,1:m);
Xlz ~ X[l :mm+1:n]; Y, « Yl imm+1:n];
X,, « XIm+1:n,1:m]; Y,, «Ym+1:n1:m];

Xy« XIm+1inm+1:n); Y, « YIm+1:n,m+1:n];
P« Prodmat(S(Xll,Xzz,m +”) S(Y,,,Y,,,m “+7), m);
{ 1 (Xll + XZZ) (Yll + YZZ)}
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P, « Prodmat(S(X,,, X,,, m, “47), Y, m);
(P, = (X, + X, 7))}
P, <—Pr0dmat(Xll,S(Y12, Y,,,m, “—"), m);
{P, = XYy, — 21)}
P, « Prodmat(X,,, S(Y,,, Y“,m, “—"", m);
{P,=X,, (Y — Y, )}
P, « Prodmat(S(X,,, X,,. m, “+7), Y,,,m);
{P,=(X,, + X, Y,,}
P, « Prodmat(S(XZI,X“,m, “=),S(Y, ., Y,,.m, “47), m);
{P,=(X,, — X)) (Y,, + Y,,)}
P, erroamat(o(Alz, sz,lu, “_o M), S( Y,,.m, “47), m);
Y,,

{P = (X12 - 22) (Y21 +

Z,, ~ S(S(S(P, Py, m, “47), Py, m, & -"), P,,m,+");
{211;P1+P4_P + P}
Z,,+<S@P,,P,m, “+7);
{Z,,=P; + P,}
Z, < S(P,,P,,m, “4+7);
{Z,, =rF, + P}
Z,, < S(S(S(P,, Py, m, “+7), P,,m,*=""), Pg,m, “+7);
{(z,,=P +P,- P, +P}
ZIl :m 1 :ml<Z; Z[1 :m mm+1:n«2Z;
Zim+ 1:n,1 :ml < Z,,; Z[m+ nom+1:n«2,,;
devolva Z {Z = X - Y}
fim
procedimento S(A, B, m, s): {A s B, onde s = “+7 ou s = “-"1
inicio
i< 1;
enquanto | < m fa¢a
inicio
j< b
enquanto ; < m faca
inicio
se s = "+ entdo c;; < a;; + b;;
sendo c;; + a;; — b;j;
jej+1
fim;
i1+ 1
fim;
devolva C {C = A s B}
fim



Vamos agora calcular o niimero de multiplicagcdes M(n) utiliza-
das por Prodmat para calcular o produto de duas matrizes n x n,
onde n = 2" Se k = 1 entdo o niimero de multiplicagdes ¢ 7 pois
1amamos alretamente Prodmat2 Para £ > 2 chamamos

[72]
-
a
g >
[72]
(@]
:d

1t V X n/z. scte vezes.
O numero de multiplicagdes utilizadas em cada uma destas chamadas
é

M2+~ 1). Portanto, temos

7
=7-MQ2 ") para k > 1.

A solugdo desta recorréncia é M(2¥) = 7* (vide o Exercicio 3).
Lembrando que n = 2%, temos:

M(n) = 7% = Floean _ Lloga7
Conseguimos, portanto, reduzir o numero de multiplicagdes de n3
para n»2. 7, que ¢ uma economia consideravel, ja que log,7=2,80735..
‘O leitor atento tera observado que Prodmat2 economiza uma mul-

tiplicagdo a custa de quatorze somas. Como Prodmat é baseado em
Prodmat2, pareceria, a primeira vista, que a economia que obtivemos
no numero de multiplicagdes poderia ser anulada por um aumento
no numero de somas. Um exame mais minucioso da situagio revela,
no entanto, que Prodmat na realidade utiliza menos operagdes de soma
do que o algoritmo classico, exceto para valores pequenos de n. Com
efeito seja A(n) o niimero de adicdes que Prodmat utiliza para n=2*,
Se n = 2 entdo este numero é 18, o nimero de somas (ou subtracoes)

dmat2 utiliza. Para k > 1 chamamos Prodmat recursivamente
rizes n/2 x n/2. Cada uma destas chamadas utiliza
portanto A4(2*"!) somas. Antes de chamar Prodmat, no entanto,
somas sdo utilizadas também na rotina de soma de matrizes S, que
usa (n/2)* somas'?’. A rotina S é chamada 18 vezes em Prodmat.

(2) Contamos aqui apenas as somas no anel 4. Nio estamos contando as somas ne-
cessarias para o controle do processo, nos incrementos is variaveis i e J-



Portanto, temos

A(21) = 18
A2 =742 1)+ 18- (2K~ 1)2
desta recorréncia &€ A(2¥) = 6 - (7* — 4*) (vide o Exer-

or Prodmat é, portanto, menor
«nlg:7 < pn3 — n? para n su-

~

;l

H

S
o

3

0]

3

3

-t

S
Nel

=

(¢

g

do que
ficientemente grande.

Vejamos agora o que fazer se n nao for uma poténcia de 2. Seja
2k-1 ~ p < 2% Essencialmente o algoritmo que usaremos € o Prodmat
visto acima, chamado com a poténcia de 2 mais proxima. Para isto
preenchemos com zeros as 2% _ p linhas e colunas extras criadas, con-
forme o esquema abaixo.

n
—
T 100 ...0 | 00 ... 0
n X 100...0 Y [00...0
|
o e l
| I N S S ,
00 ... 0 00 .. 0
SRR — .
00 ; 0 00 .., 0
(. i/k- )
i lo00 ... 0]
X-Y100 0
lo-oo--
ZI—_—'X"Y,:——-————{ ________ '
00 ..! 0
o .
LGU : 0_

E facil ver que o nimero de multiplicagdes sera menor que

T..log. 7 ’ log, 7
7192.7 ¢ o ntmero de somas menor que 42n%:"

Vamos entender melhor o mecanismo pelo qual Strassen conse-
guiu reduzir, assintoticamente, isto €, para n suficientemente grande,
tanto o numero de multiplicagdes como o numero de somas. Inicial-
mente, vamos admitir que é o numero de multiplicagcdes que queremos
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realmente minimizar, isto é, admitamos que o custo de uma multi-
plicagdo no anel seja muito maior que o custo de uma soma. A idéia
de Strassen ¢ entdo a seguinte: vamos minimizar o nimero de mul-
tiplicagdes num caso particular (n = 2), sem nos preocupar com o
numero de somas, j& que o custo de cada multiplicacio ¢ muito maior
que o custo de uma soma. Se conseguirmos um algoritmo melhor
para o caso particular, que se aplique em qualquer anel nio comu-
tativo, entdo no caso geral podemos tirar proveito desta economia
pelo artificio de dividir as matrizes de entrada originais em blocos,
de tal maneira que possamos aplicar o algoritmo particular as ma-
trizes de entrada, consideradas como matrizes de blocos. (A hipdtese
da nido comutatividade do anel € aqui usada, j4 que o produto de
matrizes é em geral nio comutativo.) Desta forma reduzimos o pro-
blema original a produtos e somas de matrizes menores (n/2 x n/2,
N0 NOSSO ¢aso). A economia no nimero de multiplicagdes no caso
particular, se transformara aqui num nimero menor de produtos de
matrizes do que no algoritmo classico, ¢ poderemos aumentar ainda

j=2
Do)

1™ limav\t

u
numero de somas no algoritmo particular se transforma num aumento
no numero de somas de matrizes (n/2 x n/2, no nosso caso). Mas
somar matrizes é mais facil do que multiplicar matrizes, exigindo,
pelo método classico, da ordem de n? somas contra da ordem de »3

ai1c4it AEYY

€
vantajoso trocar um nimero menor de produtos de matrize: por um
de matrizes, ainda que a hipotese original,
de que multiplicagdes sdo muito mais caras do que somas no nosso
anel, fosse falsa. E devido a este fato que, surpreendentemente, o al-

goritmo acaba economizando até no numero de somas para n sufi-

multiplicagdes e somas para cada produto de matrizes, € portanto
S

7]

, .
n
numero maior de soma

14

cientemente grande.

-Como vimos, o algoritmo de Strassen economiza no nimero de
multiplicagdes utilizadas para calcular o produto de duas matrizes,
mas para n pequeno aumenta o nimero de somas. Se o custo de cada
multiplicagdo for muito maior que o custo de cada soma entio o
algoritmo podera ser aplicado com vantagem mesmo para n relativa-
mente pequeno. Se isto ndo acontecer, entio o algoritmo so sera van-
tajoso na multiplicagio de matrizes muito grandes. Admitindo que
o custo de cada multiplicagdo seja m, e de cada adigdo a, a formula

do custo do algoritmo de Strassen é 7m + 6(7* — 4%a, para cal-
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cular o produto de duas matrizes 2* x 2% enquanto que o algoritmo
classico tera custo total 8m + (8* — 4)a'®. O algoritmo comega a
economizar tanto no numero de somas como no numero de multi-
plicagdes a partir de k = 14, isto € n = 2‘4 O numero total de ope-
racbes no anel, (que é proporcional ao custo se m = a), comega a ser
melhor para o algoritmo de Strassen a partir de k = 10, isto &,

= 1.024. Na pratica, portanto, em muitos casos sera mais convenien-
te continuar a usar o algoritmo classico para calcular produtos de
matrizes de tamanho relativamente pequeno, embora existam mé-
todos de melhorar o dpcpmppnhn do alonrltmg de §t

ALAN/3iRVL

indicado aqui. O artigo de P. Fischer mencionado no fim do capi-
tulo apresenta alguns destes métodos e discute as condigbes em que
o algoritmo de Strassen é superior ao algoritmo classico.

Em geral, pelo mesmo método, utilizando recursivamente um algo-
ritmo que, para um r dado, multiplica duas matrizes r x r usando m

muitiplicagdes, podemos obter um algoritmo que multiplica duas ma-
trizes n x n para um n arbitrario usando O(n'**"™) multiplicag3es e
somas. Assim, se¢ para algum r existir um tal algoritmo com log, m <
lgg‘ 7, en t_ﬁ_ a partir dele poderiamos obter um algoritmo assin-
toticamente melhor do que o d Stras* n. Recentemente V. Ya. Pan

encontrou um tal algoritmo que multiplica ma r
m = ( 3 — 4r)/3 + 6r* multiplicagées. Em particular para r = 70 resul-
= 143.640, e como log,, 143.640 = 2,79512 ... < log, 7, seu algo-

ritmo quando utilizado recursivamente ¢ assintoticamente mais rapido
do que o de Strassen. Talvez matrizes possam ser multiplicadas ainda

AW AL ROV A QLAY Ve AR viiLeD pPUUOURIAL UVl 22ISARIpRAVESTESY AT

mais rapidamente por métodos compietamente diferentes, com possivel-
mente n? log n ou até mesmo n? multiplicagdes. Para que possamos
ter uma idéia de quanta melhoria podemos ter alguma esperanga de
conseguir no futuro, é preciso que achemos limites inferiores para o
numero de operacdes necessarias. E este o assunto que dlscutlremos
na Segdo 4. Antes porém, veremos a

nados com o produto de matrizes.

.!
)

(3) Estamos computando aqui apenas os custos devidos a operagdes no anel. Na rea-
lidade ha um custo adicional de “controle” do processo, para tomar conta das
chamadas recursivas e percorrer as matrizes da maneira correta. Este custo po-
dera ser desprezivel ou nio, dependendo do anel considerado, ¢ dos métodos de
acesso as matrizes.
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3. Problemas correlatos

Nesta se¢do vamos mostrar que existem alguns problemas, cuja
complexidade se relaciona com a do produto de matrizes, de tal modo
quc um cugGi'ituxu mais eficiente para O PIUUULU de matrizes também
resulta em algoritmos melhores para estes problemas. A apresentagdo
sera algo esquematica, deixando detalhes € algumas demonstragoes fa-
cels como exerciclos. Assim, essa segdo € de leitura algo mais dificil e
pode ser omitida num primeiro estudo, sem prejuizo para a com-
preensdo do restante do livro.

Seja A um anel com unidade. Um elemento ae€ 4 é inversivel
em A se existir um elemento mdlcado or a !, chamado de inverso

de a em A tal que

e se um inverso de um elemento de A existir entdo ele
, dizemos que eles comutam se ab = ba. N
ue se b for mverswel em A entdo a e b comutam sse a € b~ ! tam-

em comutam. Neste caso definimos a operacao de divisdo de a por

~

g‘ L o |mV|

b, cujo result ..dv 0 quociente entre a e b, € dado por

a _ _

—=ab ' =b"1a

b
Como a unidade comuta com todos os elementos de A, resulta que
o inverso de qualquer elemento inversivel de 4 pode ser obtido com

______ -1

uma operagao de divisao pois a” ! = i/a.

Estudaremos agora o niimero de multiplicagdes e/ou divisdes em
A envolvidas na determinagdo da inversa de uma matriz inversivel
no anel das matrizes n x n sobre 4 (vide Exercicio 23(d)). Examina-

remos apenas uma subclasse do conjunto das matrizes inversiveis. O
métndn nnde ser es “dldn a P]QSCPQ msnc amnlac canfarme oS Exur_

SISV pYSeS W LRI IO ulll}}luo WCULIIV1 11V

o~ . -

cicios 10 e 11. Seja X uma matriz inversivel n x n sobre A e escre-
vamos X como a matriz de blocos

M, .M
| X1 Ay2 |
L o
| Xar | Xy |

e suponhamos que a matriz X,, possui uma inversa X! 11> que n é



pode ser escrlta como
lrxl_xl + X1—11X12Y—1X21X1—1l - X1_11X12Y_1‘|

|
— Y1 -1 -1 .
| YT1X, X7, Y |

Podemos usar a identidade acima para calcular X~ !, usando duas

inversdes de matrizes n/2 x n/2 e cinco produtos de matrlzes n/2 x n/2

(vide Exercicio 9). Se n for uma pntmma de dois, isto sugere um método

rapido de inversdo de matrizes. Note, porém, que nem sempre € pos-

1 +
sivel COﬁLin‘dax O procCesso recurs

o
3
-
@
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=
3
N
D
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-
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tais que X, ou Y ndo ¢ inversivel. Nos exercicios 1ndlcamos condlcoes
suﬁcientes para que todas as submatrizes encontradas no processo
sejam inversiveis e, para matrizes de numeros reais, mostramos como

PRty ey ALl Aa + 1 1 4
reduzir o problema de inverter uma matriz inversivel arbitréria, ao

de inverter uma matriz que satisfaz estas condi¢des. Assim, supo-
remos que a matriz X é inversivel, n é poténcia de dois € que todas as
submatrizes X, ¢ Y sdo inversiveis. Neste caso, usando as técnicas
recursivas desenvolvidas para o método de Strasssen, temos a re-

corréncia
n
+5M
( 2 ) ( 2 >
o de
atriz

multiplicagoes e/o d isOes usadas
i :

-
-~
[S—y
A
|| |

r__A_
Py L
—_—

=

A d

||

onde I(n) denota o numer

Atndn o r
pClU mcicaGo para inverter matrize

operagdes usadas no calculo do produto de duas matrizes n x n.
Supondo que

snxn eMpné

s '\ ey v ivAisy

\

(M(1)
i /n\ (1)
\M(n) > 4M | — |

Segue por indugdo que
I(n) < 3M(n).
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Assim, € possivel inverter matrizes deste tipo usando um numero
de multiplicagdes e/ou divisdes da mesma ordem que o usado por qual-
quer algoritmo de multiplicagio de matrizes, desde que a condicdo
(1) seja satisfeita. Em particular, se usarmos o algoritmo de Strassen

nara a miiltinlicacrdn Aa matrizac O rAfArrANAIa ant >y
pala luuulpupayau UL l11atlizZvd, a 1VVVUlIVIIviIia alvlilia 11
1) =1,
log, 7

n n

3 ’ N ’
cuia solucio é

J“ NS uyuv A d

Reciprocamente, suponhamos agora que dispomos de um algo-
mo que inverte matrizes m X m usando I{m\ operag ¢oes de mul-

ritm inverte matrizes m X m usando

tiplicacdo e/ou divisdo. Entdo, para caicuiar o produto de duas ma-
trizes n x n X e Y considere a matriz 3n x 3n.

[, x o]
Z= 10 I Y|
10, 0, 1]

—

onde /, denota a matriz identidade n x n e 0, a matriz n x n que tem
todos os elementos nulos. E facil ver que Z ¢ inversivel e Z7! é dada
por

.
'~y :k
S

-

N
|
I
<
~
3
l
L J

Como Z ! pode ser obtido usando /(3n) multiplicagées e/ou divisdes
e ela contém a submatriz X - Y, vemos que /(3n) operagdes sdo sufi-
cientes também para o calculo do produto de duas matrizes n x n.
Se denotarmos por M(n) o nimero minimo de multiplicagdes e/ou
divisdes necessario para multiplicar duas matrizes n x n, isto mostra
que

M(n) < I(3n).
Supondo que /(3n) € O(I(n)) resulta que

M(n) € O(I(n))
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(para uma classe de fungdes que satisfazem a hipotese acima sobre

I(n) veja o Exercicio 13 (c)).
Um outro problema relacionado com produto de matrizes € o

de multiplicar matrizes booleanas. Matrizes booleanas sdo definidas
sobre o conjunto {0, 1; munido das operagdes Vv (disjuncdo), A (con-
jungdo) e 1 (negagdo), definidas por:
v o]l Aol - \ 0 | 1
B |
0 {011 0010 1110
l I
1 {1 ]1 1 1011
Dadas duas matrizes booleanas n x n X e Y, seu produto € de-
finido como a matriz booleana Z = X - Y, cujos elementos z;; sdo

adAg mAr
UdUUD pult

=V (xik’\J’kj) .
k=1

Matrizes booleanas podem ser utilizadas para representar rela-
¢Oes sobre conjuntos finitos: dada uma relagdo R sobre o conjunto
(1,2, ..., n}, fazemos r;; = 1 sse o elemento / esta na relagdo R com
0 elemento j. E facil ver que a relagdo representada pelo produto

de matrizes booleanas ¢ a composta das relacoes que€ as matrizes re-

presentam. Assim, O pro oduto de matrizes booleanas é associativa, € a

matriz booleana n x n I, que representa a relagio identidade sobre

{1,2, ...,n} é a unidade em relagao a este produto.

A soma das matrizes booleanas n x n X e 'Y, que indicaremos
por X v Y, é a matriz booleana n x n W, cujos elementos w;; sao
dados por

Wi = Xi; VvV Vij-

Definimos o fecho reflexivo e transitivo da matriz booleana n x n X
como a matriz booleana n x n X* dada nela soma

4 aaiiewa {49 9 £44 asia

Yk _ I
AT = U,

v X v
A matriz booleana X* representa o fecho reflexivo e transitivo R*
da relagio R representada por X. (Veja os exercicios no fim deste

capitulo ¢ do Capitulo D. 1.)



A seguir daremos algoritmos eficientes para o calculo do fecho
reflexivo e transitivo e para a multiplicagio de matrizes booleanas.
A medida de complexidade que adotaremos é o numero de operagdes
booieanas usado pelos algoritmos.

Em primeiro lugar, mostraremos que, sob certas hipoteses, os
dois problemas tém complexidades assintoticas de mesma ordem.
As redugbes sdo muito semelhantes as vistas para a inversio de ma-
trizes.

Suponhamos primeiro que temos um algoritmo que calcula o
fecho reflexivo e transitivo de uma matriz booleana m x m usando
F(m) operagdes booleanas e que desejamos cau,ular o produto das
matrizes booleanas n x n X e Y. Suponhamos ainda que F(3n) € O(F(n))
Consideremos a matriz booleana 3n x 3n

M - 7

|0, X n |

Z=1lo o y |

- f» = - |

10, 0, O,]

Entio,
o, o x.Y]
Z? = ’O,, 0, O,, I
N N

LU U" ” _J

e Z' = 0,, para i > 2, onde 0, é a matriz booleana k x k que tem
todos os elementos nulos. Portanto, o fecho reflexivo e transitivo

Z* ¢ dado por

r i |

7, x x.v|
z#=1l0, 1 Y

0, O, 5|,

e o produto X+ Y aparece como uma submatriz de Z*. Denotando
por B(n) o nimero minimo de operagdes booleanas i

~

o calculo do produto de matrizes booleanas n x n, a construgdo acima
mostra que

e portanto, pela hipotese sobre F temos que B(n) € O(F(n)).
Suponhamos agora que dispomos de um algoritmo de multipli-

cacdo de matrizes booleanas n x n usando B(n) operagdes booleanas

e que desejamos calcular o fecho reflexivo e transitivo de uma matriz
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booleana X. Para simplificar o algoritmo, suporemos que n € uma
poténcia de dois. Escrevamos X como a matriz de blocos n/2 x n/2

I Bl
. [“11 12
A = | | -
X XzzJ
Entio X* é dado por
ly y |
| 11 12 |
¢ —
b
LYZI YzzJ
1 + 1 L 94 L 94 <7 ~ A ¥4 _~ J,_J ______
onde os blocos Y,,, Y,,, ¥,, e Y,, sio dados por
Y, =@, v X, X’f, X,.))*
le = Y11 'Xlz Xzz
Y21 = ng 'le * Y11
Y,, =X}, v (X5, X, - Y, - X, - XT)

(vide Exercicio 15). Assim, para calcular Y,,, Y,,, Y, e Y,, por estas
formulas, usamos dois fechos reflexivos e transitivos, seis produtos e
duas somas, todas operagbes sobre matrizes booleanas n/2 x n/2.
Temos portanto, para o namero F(n) de operagdes booleanas usadas

por este metodo, que

F(n‘<2F/ 21
= \2/ *\2)

ja que m? operagdes booleanas sdo suficientes para o calculo da soma
Aa A‘Iﬂf\ Ml‘l.’"l"ﬂ“ Ll\r\lﬁnﬁﬂﬂ -ae \7 aae QI]“I\'\AI\ Fa b b Ve (s r““l\zt\ Dl“\ on
ULV Uduad llialllied vuvvilealiad rmmi A Irn OUPUIIUU L!UC a l1uliyav D) La-
tisfaca

B(1) > 1,

n
B(n) > 4B 5]

resulta, por indugdao, que
F(n) < 5B(n).
Agora veremos métodos para o calculo do produto de matrizes
booleanas (e, pelo visto acima, para o fecho reflexivo e transitivo).
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E imediato verificar que n3 operagdes A e n® — n? operagdes Vv sdo
suficientes para o célculo do produto de duas matrizes booleanas, ja

que o algoritmo sugerido pela defini¢io (analogo ao algoritmo clas-

ico de multiplicagdo de matrizes) tem essa complexidade. Infelizmente
as técnicas de Strassen, vistas na segdo anterior, ndo se aplicam dire-
tamente para obter um algoritmo eficiente, pois o conjunto {0, 1} com
as operagdes vV € A ndo ¢ um anel, ja que ndo existe o simétrico do
elemento 1 para a operagdo v. (Veja os Exercicios 24 a 26 para o

estudo de semianéis compietos.) Apesar dlsto é possnvel obter um

nlonrlfmn maig Pﬁt‘ nte nara a mn!t

ARAVA LAY WwWiliwi l!-\.f ‘Jul 4 A1li1\
COMO Veremos a Sseguir.

Sejam X e Y duas matrizes booleanas n x n. A matriz W, pro-
duto usual das matrizes X e Y consxderadas como matrizes sobre o
on e $

[ 4

1 Q W . Rerin inteirac
0S5, € uma matriz cujos elementos w;; S€ra0 Iniciros

u.
nao-negativos. Seja Z a matriz booleana que é o produto (booleano)
das matrizes booleanas X e Y. Entdo € facil ver que w;; # 0 sse z;; i #0

A matriz W pode ser obtida em O(n'*?? ) operagdes aritméticas usan-
do-se o algoritmo de Strassen. De posse de W, é facil calcular Z.
O método acima descrlto obtém o produto em O(n’s.") opera
¢Oes aritméticas. Estamos interessados
nas. Para transformar o algontmo acima em um
ragdes booleanas (A, v e 1) devemos 1mplementar as operacoes
aritméticas por meio de operagdes booleanas. E bem conhecido que
a soma ¢ o produto de nimeros naturais pode ser calculado usando-se
operagoes booleanas — é assim que os computadores modernos efe-
tuam as quatro operagdes! Os algoritmos usuais 1€ém compiexidade
O(k) para a soma e O(k?) para o produto de dois niimeros binarios
de k digitos (vide Exercicio 16). Para estimar o niimero de operagdes
booleanas suficientes para o nosso algoritmo precisamos obter um
limite superior para o nimero de digitos suficiente para representar

’

cada nimero usado no calculo de W. Como cada elemento w.. de

Aawvasaw -l s W W A11V 1 4 '_l

W resuita da soma de n termos, cada um dos quais é no maximo 1,
temos que wl j < n, onde n ¢ a dimensdo da matriz W. Note que isto
ndo significa que no calculo dos w;; pelo método de Strassen ndo

possam surgir resultados intermediarios cujo valor excede a n (vide
Exercicio 17). Para evitar a perda de eficiéncia que resultaria das ope-
ragées com estes nume ndes, pode efetuar todas as somas

r
ros granacs, poacmos eietuar toaas as sor ;a
e produtos modulo n + 1: isto corresponde a calcular o produto das
matrizes inteiras X e Y sobre o anel Z,,, dos inteiros médulo n + 1.

%
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Como Z,,, L € um anel, o algoritmo de Strassem pode ser usado. Nao
é dificil provar que o resultado final sera a mesma matriz W que se-

ria obtida efetuando-se o produto no anel dos inteiros. Lembrando
que o nimero x € N pode sempre ser representado por |log, x] + 1

PuUSey SVaARipgit SRS SRt ewss

VPR

digitos'¥’, vemos que se caicularmos W em Z,,,, ne hum resultado
intermediario necessitara mais do que |/og, n]+1 dlgltOS

Usando todas estas técnicas, obtemos um algoritmo que calcula

o produto de duas matrizes booleanas com O (n'*%27 (log n)?) ope-

ragdes booleanas. De modo geral, se M(n) for o nimero de oper ragoes
X n,

aritméticas necessarias para o calculo do produto de matrizes n

e se P(k) for um limite superior para o calculo da soma e do produto
de dois nameros de k digitos, entdo O(M(n)P(log, n)) operagdes boolea-
nas serdo suficientes para o calculo do produto de duas matrizes
booleanas n x n. Como vimos, este também € o numero de operagdes
suficiente para o calculo do fecho reflexivo e transitivo de uma ma-
triz booleana n x n.

Existem outros problemas relacionados com multiplicagdo de
matrizes: alguns sdo vistos nos exercicios. Mencionamos dois outros,

que fngprp do €SCopo deste livro:

..!

"7" n mraee

(a) decomposigio LUP: dada

:
sobre um anel qualquer, é possivel acha (n?°795--) operagoes arit-
méticas matrizes L, U e P, tais que X=L+ U+ P, P ¢ uma matriz de
permutagdo, L € uma matriz triangular inferior, U ¢ uma matriz trian-

gular superior.

(b) reconhecimento de linguagens livres de contexto: par a cada
gramatica livre de contexto, € possivel obter um algoritmo que, dada

uma palavra x, decide se x estd na linguagem gerada pela gramatica
em O (n2'7°5-) operagdes, onde n ¢ o comprimento de x.
A seguir trataremos do problema de estabelecer limites inferiores

Jh Iy

para a complexidade do calculo do produto de matrizes, ¢ de a alguns
outros problemas algébricos.
4. Limites inferiores

geral muito dificil pro-

e = zama A geenn s

(4) [ x} é o maior inteiro menor ou igual a x.
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putacionais, como um nimero minimo de multiplicagdes, de compa-
ragbes, tempo, espago, etc. A dificuldade vem do fato de que para se
provar um limite inferior de algum recurso computacional devemos
demonstrar que aualauer algoritmo que calcule a fungio desejada de-
vera usar pelo menos esta quantidade de recursos. E muitas vezes
possivel, e as vezes ate facil, mostrar que um particular algoritmo
que conhecemos para a fungio utilize certos recursos. Mas para pro-
var um limite inferior, este deve apllcar-se a métodos que calculem
fungdo, mesmo a métodos que ainda ndo conhecemos, utilizando

e propriedades ainda nio descobertas. Precisamos enfim
provar que qualquer aligoritmo para a fungdo tera de utilizar pelo
menos tais € tais recursos. O exemplo da Segdo 2 é um caso tipico:

antes de sua descoberta acreditava-se, erroneamente, que qualquer

O para o calculo do produto de duas matrizes n x n precisa

utilizar pelo menos »n* muitiplicagdes. Consideremos agora um outro

ex mplg deste tino. Sunonha aue gueremaog determinar o prOdutO de
’

3
D~
s
Q
(=

APV MR PULLIIG ULV UVIVILIIVD Jviviiiiiiial

plicagdo de numeros reais e queremos minimizar o namero de mul-
tiplicagdes. Como (x + iy) (u + iv) = (xu — yv) + i (xv + yu), apa-

J I
A n arrimtn ols
rentemente quatro multiplicagées sdo necessarias. O seguinic aigo-

ritmo, no entanto, usa apenas trés multiplicagdes.

procedimento Prodcomplexo (x, y, u, v):

inicio
11312713‘—-x+}), v_u,l-+!);
Py <1t u;
real « Py — y.t_:
real Y-t

imagindria « X « L, + P>
devolva (real, imagindria) {(x+ iy)(u+ iv)= (real+i - imagindria)}
fim

No caso de problemas algébricos, como produto de matrizes, cal-
culo de polinémios, e outros, existem algumas técnicas, que apesar
das dificuldades apontadas, podem ser usadas para obter limites infe-

riores para o numero de operacoes necessarias. Infehzmente nao sera
no«we] apresentarmos estas técnicas com detalhe e ngnr suficientes

no €spago limitado de quec spomos bsperamos quec as p g nas se-
. ‘aia d

o tipo de resultados que se pode obter e das

tecmcas utlllzadas para prova-los, e que os leitores interessados con-
sultem a bibliografia indicada. Vale a pena salientar que esta é uma
area de pesquisa em franco desenvolvimento. Assim, é possivel que



™ _ A . e .

‘muitos dos resultados obtidos até agora sejam passiveis de melhoras
substanciais.
Comegaremos por um exemplo simples destas técnicas.

PROPOSICAO 1. Seja A um anel e seja

fia,,a,,...,a,)= a;,

i. Qualquer programa, cujas unicas instrugoes se
el. e que calcule a fun;gg fn requer n somas ou subtr. coes.

9 L had CessL ML W e

Demonstracdo. Por indugio em n. Se n = 0 entdo nio ha nada a
; provar. Suponhamos entio que o calculo de

fulay,a,, .., a,) requer n operagdes + ou —. Seja P um programa
que calcula
fn+1(a0’al,""an+1)= Z ai’
0<i<n+t+1
usando o niumero minimo de somas e subtragdes. O programa P deve

r pelo menos uma oper acio + ou — pois se todas as operagdes de
P sdo multiplicagdes entdo somente valores da forma

[ ) jl. L] '2. L] L] jk.
Coeallec,calle ..oy e Gy

podem ser caiculadas. Em particular se a, = a, = ... = a,_, =0,
entdo f,, (a,,a,, ..., 8,4,) = 4, + a,,,, que para um anel arbitra-

rio ndo pode ser expresso como um produto no anel. Consideremos
entdo a primeira soma ou subtragido de P. Todos os valores até agora

calculados sdo produtos da forma ja vista, pois esta € a primeira soma
ou subtragio utilizada. Esta soma ou subtragio, entido, precisa ser

€A  wsuLiX N asale e S SYENy 2GRS L )

ou da torrha t + ¢, onde tl € t2 sao termos prev1ameme CalCUIdGOS,

[ ] jl' L ) jz. L] L] jk.
Cyrajlecyalle ..o ay ck+1

Oou subtracae niao equival a uma mstrugao da forma
. 3. iy i 1 7 h, 1 _hs 7 _ho 1
— o (1’ o o (])% o ° LY i) 0 ) O < ° . i
L C o@ oCoo@iye...°CpoQy *Cyy T A Ay *Q,°050...°0,°0, ey -

Pelo menos um dos termos ¢, ou t, precisa conter uma variavel a;,
l 2 . 0 l
que suporemos sem perda de generalidade ser a,,,. Seja P’ o pro-
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grama obtido de P onde todas as ocorréncias de a,, , sdo substituidas
por 0. Tal programa calcula

f.-:(aos ai s cees a;:)'

A instn c:éo correspondente a primeira soma ou subtragdo de P pode
agora ser eliminada, pois o termo em que a,,, aparece sera igual a

Zero, € portanto esta instrugdo atribui a ¢ ou o valor de uma variavel,

ou o valor de um termo anterior ja calculado.® O programa assim

f(n Vsl
Jn\%gs ¥

obtido. P’’. é eqguivalente a2 P’ e calcula nortanto ,
tem exatamente uma soma ou subtragdo a menos que P. Pela hipotese

-~y ’ ~ nvunv;ltv QG 2 4 v wvailivuia lJU il

~ .
agOCs. L O lseq

d ut Vﬂ p anf‘ls Ibtrnn

ll\.“‘rl'“ a pPrvea a

temente P precisa ter p
prova a Proposicdo. m

m ag N Q
tel a¢ menos n somas ou su

+
(7]
Q
=
vl
w
=
[7,]
c
G
-
8
S
o
a
'm
..n
=
a

elo menos n

0

tiplicagdes necessarias para calcular o produto de duas matrizes.
Seja 4 um corpoi® € x,, X,, ..., X,, ¥y, Yy, ---» Y Varidveis que
nao sejam elementos de A. Cons d eoanel A[x_,x.

N

e
Xis Xy eens x_.y. s Vgs e que estenda o corpo A4. (Isto é, o anel
de polmomlos sobre A nas n + m variaveis x, XY 13Y23 > Vm:)
Portanto, para elementos a e b de A, as operacoes a + b,a— b,a-b,
no anel A[x, Xp> Y15 Y55 ---» Y] CoOincidem com as operagdes

1010 Vv o
itiva de incluir as varidveis x; e

% ¢ a de representar desta forma variaveis de entrada do algoritmo.
Para cada execugdo do algoritmo, que operara sobre 4, x; € y; ; as-
sumirdo valores em A, porém, como o algoritmo deve func1onar para
~quaisquer valores assumidos pelas variaveis de entrada, queremos que

a priori ndo tenhamos nenhuma relagdo com qualquer elemento fixo
de A4

Note que, como todo corpo ¢ um anel, se um algoritmo calcular
uma fungdo sobre um anel arbitrario, em particular calcula tal funcio
sobre todo corpo. Assim, podemos estudar limites inferiores no ni-

eliminar esta instrugdo, é preciso também substituir ¢ peia
variavel equlvalente ja conhecida, em todas as demais instrugSes em que ¢ aparega.

(6) Um corpo ¢ um anel com unidade comutativo em que todos os elementos nio nulos
sdo inversiveis.



mero de operagdes de algoritmos que operam sobre um corpo, que
tais limites inferiores serdo também validos para algoritmos operando
sobre anéis. A reciproca ndo é verdadeira: um algorltmo pode calcular
uma fungdo sobre um corpo usando um nimero de operagdes menor
do que o usado por qualquer algoritmo que c lcule a fungﬁo sobre
um anel arbitrario. Por exemplo, xy + yx pode ser ca
s6 multiplicagdo se x € y pertencerem a um corpo mas requer duas

multiplicagGes se cles forem elementos de um anel arbitrario.
3 1 tipo especial, que de-

ES‘
e
=¥
(@)
©
=
=
£
8

Ng ol
Os algoritmos que estudaremos serdo o de eci
oy A

um
nominaremos de algoritmos em linha reta. Um algoritmo em linha
reta ¢ um algoritmo, no sentido definido na Parte A, sem instrugoes

de controle como enquanto, repita, se entiio seniio, etc. ou de chama-
das de procedimento. O algoritmo consiste de uma seqiiéncia finita
de instrucdes de atribuicdo de valor do tipo u < vopw onde vew
sao

()ouumdosx ou y;;

(b) ou uma constante, isto ¢, um elemento de 4;
(c) ou uma variavel u cujo valor foi prev1amente calculado.

A operagdo op € uma das operagdes +, —, Ou , do anel A[x,, x,, ...,
Xns V1o Vs oo ., ¥.]. Como queremos provar 11m1tes inferiores no nu-

mero de operacoes aritméticas, as instrugdes de controle ndo sdo em

geral necessarias, pois em principio para cada n fixo, pode-se ‘“‘de-

senrolar’” um conjunto de instrugdes a ser repetida n vezes por meio

de uma operagdo de controle como enquanto ou repita, pelo artificio

de repetir no programa as operagdes envolvidas o numero requerido
alg

de vezes. Desta maneira, o conceito de goritmo em linha reta eli-

Aaalsiawiaa e (LU S

mina os problemas irrelevantes ao aspec ‘o que queremos estudar.
Os limites inferiores que provaremos serdo para algoritmos deste tipo,
mas sdo igualmente aplicaveis a qualquer l oritmo mais geral, desde
que este possa ser reduzido por um artificio, como o indicado acima,
a um algoritmo em linha reta equivaiente. D avante quando usarmos
alavra “‘algoritmo’ neste capitulo, sn.,bcntenderemo s ser um algo-
ritmo em linha reta.

Um algoritmo, assim, calcula uma fungdo f: A"T™ — AP se, apOs
a execugdo do algoritmo, um determinado p-subconjunto das varia-
trugdes contiver os p componentes do

."?

veis u a csquc erda das su
valor da funcio f(x s Xgy cees Xps Vis Vas oo y,) para cada valor da
variaveis de entrada.

Nosso objetivo é calcular limites inferiores para o numero de

multiplicagdes necessarias no calculo de algumas fungdes. Para isto
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contaremos apenas multiplicagdes que ni3o possam ser eliminadas
(por exemplo, a multiplicagdo 2 - x pode ser eliminada, pela soma
X + x), que chamaremos de essenciais. Como estamos provando li-
mites inferiores, podemos contar apenas o numero de multiplicacdes
essenciais, pois este € menor do que ou igual ao niimero de multipli-
cagoes. Em outras palavras, provaremos limites inferiores sobre mul-
tiplicagbes essenciais, e por conseguinte tais limites inferiores apli-
cam-se a qualquer multiplicagio, essencial ou ndo.

Nao contaremos multiplicages entre elementos de 4, nem mul-
tiplicagdes em que ambos os operandos ndo dependem de alguma das
variaveis de entrada x; e y;- Assim, uma mmup agdo € essencial se

4

ela € uma operagdo u < v-w, onde v e w sdo variaveis essenciais.
Uma variavel € essencial se for
ou (a) um dos x; ou y,,

ou (b) uma variavel cujo valor

instru¢do, em que peio menos um dos operandos é uma
variavel essencial.

A seguir, indicaremos como obter um limite inferior para o nu-
mero de multiplicagées essenciais necessarias para o calculo de Bx,

T 4 do 1 R &
onde x = (x,, X35 oues x,) € o vetor coluna dos valores x;, ¢ B ¢ uma

matriz p X n, cujos elementos sdo fungdes lineares dos y;. Os limites
serdo validos para programas em linha reta que calculem a fungido
Bx para qualquer corpo A. Assim, nio podemos usar proprledades

a "

Ao nnnmnAdiAiAnnIs senaen 4»,‘.-.4,... Dro

ICIM COmMdnaos COonaiCiondis para iéstar pro

de corpos pa

priedades dos argumentos.

EXEMPLO |I. Sejam U = [u;;] ¢ V = [v;;] matrizes n x n sobre A.
A matriz Z = UV pode ser obtida efetuando-se o pro-

duto da matriz n> x n2 B com o vetor X, onde, na forma de blocos,

FE
g= |% U 0 .0,
- n 0 ) I/
IU" Yy, Un UI
e
x'=(v,,,v Vs Vio, ¥ v V..,V V)
= Wi1s V215 o5 Vnps Vizo Vazs oo Vags w05 Vins Vans ++o5 Vin)-
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1]
(3]

Obtém-se entdo

T
(2115 231> +++» Zn1s Z125 Za25 =+o> Znas +++5 Zn1> Zno cees Zpp) -

EXEMPLO 2. As partes real e imaginaria do produto de dois numeros
complexos u + iv € t + iw podem ser calculadas efe-

tuando-se o produto
o= [

I
v ul i
Considere o espago vetorial (sobre o corpo A) A, yz,..., Yol
das k-tuplas de A[y,,y,,,Vm- Um conjunto {a;} de r vetores de
Ay . Vs, ..., V] € linearmente independente modulo A sse

E N BARIOLIRAREINE |

Y co; € A c,€eA

implica que ¢; = 0 para todo i. Se um conjunto de vetores ndo € li-
nearmente independente modulo 4, dizemos que ele & linearmente de-
pendente modulo A. Em outras palavras, uma colecdo de vetores €
linearmente independente modulo A4 se ndo existe uma combinagao
linear dos vetores com coeficientes em A, nem todos nulos, que re-
sulte num vetor em cujas componentes as variaveis y; nao aparecem.

Seja B uma matriz r x s com elementos em Ay, Yys ooos Y-
O posto de linhas de B mddulo A € a cardinalidade do maior conjunto de
linhas de B (consideradas como vetores de A°ly,,y,, ., Val) que €

linearmente independente moduio A.
A ferramenta essencial para a demonstragdo dos resultados desta
secdo é o teorema que provamos agora.

TEOREMA 1. Seja B uma matriz com elementos em Ay,,¥,, ---» Vul
e seja X = {x,, X,, x,)7. Se o posto de linhas de

L) J\rn, ar o RS <<

B médulo A é r, o cdlculo de Bx requer pelo menos r multiplicagoes
essenciais.

imeiro lugar, note que podemos supor, sem perda

de generalidade, que B tem r linhas. (Caso contrario,
considere a matriz B’ formada por r linhas independentes de B. Todo
calculo de Bx deve calcular B'x, e, portanto, usar pelo menos tantas
multiplicagbes quanto B'x.)
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Suponha agora que s multiplicagdes sdo suficientes para o cal-
culo de Bx, € sejam ¢ ,1,, ..., 1, as expressdes calculadas por essas
multiplica¢es. Como as inicas outras operagdes permitidas sdo somas,
subtragdes ou multiplicagdes ndo essenciais, os elementos de Bx po-
dem ser expressos como fungdes lineares dos 7, € das incognitas x ;
€ ¥, com os coeficientes ¢, das fungdes llneares sendo elementos de
A. Isto é, se

= (t,, 1,y s 1)T

o}
S
0
Q
3
o]

t
podemos escrever o produt

onde os elementos d;; da matriz r x s D estdo no corpo 4 € o vetor
u tem por componentes fungdes li es das 1 X; € 1
€, para todo f, 1 < ¢ < r, existem c;, c;€ 4, tais que

Suponhamos agora que s < r. Entdo, como sabemos da Algebra
\

Linear, as linhas d; de D sdo linearmente dependentes (como

te e
de A4%), e portanto existem coeficientes w,, w, € 4, nem todos nulos,
tais que

trag
L

LV ) QN ]

iwldi=

1=1
r nan v\I‘lII\ L 1 T S—" lu.v sy FUTIRY 21e2 12 . ~
1 11aV 11uiv = Wy, Wy, ..oy W), IVIULUDIICAIAO dlll-
la igualdade (2) por w, temos

(o))

bos os lados

(WB)x = wu.

Ja que as componentes de w estio em A, o lado direito é uma
fungdo linear de incognitas com coeficientes em A4, e portanto o lado
esauerdo nao Dodera ter nrodume de lhon nitas. Isto so é pgsswe]

hn

se o resultado de multiplicar o vetor linha w por B for um vetor cujas
componentes es em A (porque a linhas distintas de x correspon-
dem varidveis x; distintas). Mas wB e A" equivale a dizer que as linhas
de B sdo lmearmente dependentes modulo 4, e, rortanto, o posto de
linhas de B modulo 4 ndo é r, contrariando a hipotese.

[72)
—t-
Ror
- O



Como a contradi¢do resultou do fato de supormos que s <,
devemos ter s > r, 0 que prova o teorema. @

COROLARIO 1. Pelo menos n* multiplicagcdes sdo necessdrias para

At do dunc matrizoe m X n

’lu ’ A NN
aiCut U pProcuiv «uc wuuo rnkiricco e A T

ﬂ

Demonstragdo. O posto de linhas médulo 4 da matriz B do Exem-
plol én’m

Existem varias maneiras de generalizar o teorema anterior : pode-

r versdes mais fortes do teorema que dio limites inferiores

AVILI VWU WV VWA WwWiiAa S~ aasa2ZS 15214

V
sobre algoritmos em linha reta em que divisdes também sdo permi-
tidas; pode-se demonstrar que o posto de colunas de B modulo A4
também é um limite inferior para o nimero de multiplicagdes essen-
ciais necessarias para o calculo de Bx, e pode-se obter uma formula-
cdo geral de limites inferiores sobre o niimero de muitiplicages neces-

as bilineares baseada no posto de um

sarias para O calculo de formas
tensor de ordem trés associado a forma bilinear. Ndo podemos expor
estas técnicas neste capitulo, apenas mencionamos alguns dos limites
mferlores que podem ser provados por meio delas. Alguns destes

..A.,..n [ gy
CiCiOS nNo 1im do %plt‘dlﬂ
€S 1

XCiC
QUIHtCS limites inferiores conhecidos para

de multiplicagdes necessarias par
algoritmos em linha reta:
calculo do valor de um polinémio de grau n

- mAant~ n
s

UM PONO ...t ceiaienen

numero

o

produto de nimeros complexos usando pro-

Arirbnao An eran -n 1

QUUOS QC TCAIS ... ciiierenrecrectssssccecccscccaanns o
produto de quaternions, usando produtos

de TEAIS ....ovviriiiiiiiiiie e 8
produto de matrizes quadradas n X n...... 2n? — n.

Nos trés primeiros casos, o limite superior ¢ também o limite

b WIS PR 2RO 1e
inferior: a regra de Horner usa n multiplicagdes para o célculo do valor

de um polinémio; vimos um algoritmo que calcula o produto de nu-
meros complexos usando apenas 3 multiplicagdes; e o algoritmo de
“multiplicacdo ra ida” de quaternions pode ser encontrado em [66].

entanto A 112 smenlal
entanto, ¢ um problema que continua em

o
h oje, o melhor limite SUDCI’IOI’ e da ordem
dem de n2. A diferenga entre os dois ¢ muito grande, e ¢ um problema
fascinante (¢ aparentemente dificil) tentar diminui-la.
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EXERCICIOS

1.

o

:lk

(¥,

Verifique que o algoritmo Prodmar2 calcula o produto X - Y cor-

~ a

retamente, usando 7 multiplicagSes (ndo comutativas) e 18 somas.

(@) Prove que a solugdo da recorréncia

MQ2YH) =17
M@2Y = TM(2k-1)
L \ 7 \ )]
é M2 = 7~
(b) Prove que a solugdo da recorréncia
AQ2Y) = 18
A2H =7 AR + 18(2%~1)2 para k > 1

~

u¢do da recorréncia
X(1) = b,
n

X(n)=aX( \+bn,
L \c/

(4
satisfaz

O(n) se a < c,

X(n)e {O0(nlogn) se a = ¢

L O(nlogc a)

b

-~

s a >

o)

% B | __9
ke n, — n;..

I
Ache o menor n, tal que 6n . 2

4 Bwik W 1iiviivVil l‘o

. Mostre c%ue 0 programa abaixo calcula o produto de duas matri-

zes 2 x 2 usando apenas 7 multiplicagdes e 15 somas (ou subtra-
¢oes).
procedimento Outroprodmai2(X, Y)
inicio
S, =X, + X,,;
S, «~8§ —Xx



oo

10.

«w®
w

Produto Eficiente de Wi ai rizes

Py < 5,7 S>
P, <Xy Vs
Py < X5V
D. 4—53~s7;
Ps f—sl-ss;
P "‘54’}’22;
P, 4—x22-58;
S D, + P
Si0 « So + Pa;
Zy, < Py t Ps;
z,, <5, + Ps+|Pe:
Zy1 < S0~ Pas
Zy3 ¢+ S10t Pss
devolva Z

fim

Escreva um programa em LP que calcula o produto de matrizes
sobre Z,, o corpo dos inteiros modulo 2, sem usar a soma ou

N

5
$v]
Ce)
$1}
D
D~
-}
D
e
D
7]
@
=l
Av]
a&
(@]
3
Q-
O
‘O

.............. para o r
duto de duas matrizes l X l. (Sugestao. o programa deve funcno-
para quaisquer anéis. Considere o anel dos polindmios com

r
coeficientes em Z sobre duas variaveis nio comutativas a e b,

mostre que o produto ab, resultado da muyltiplicagao das matri-
zes | x 1 [a] e [b] ndo pode ser expresso como o resultado de somas

e subtragdes envolvendo a e b.)

Verifique a féormula do texto para inversdo de matrizes por blocos,
e que ela pode ser programada usando apenas cinco multiplica-

¢Oes de

atrizes.

Dé um exemplo de uma matriz inversivel X, tal que

(a) a submatriz X, ndo seja inversivel.

(b) X,, seja inversivel, mas ¥ = X,, — X, X! X,, ndo seja.
Mostre que as matrizes X, e Y sdo sempre inversiveis, se X for
nao-singular e

(c) X é uma matriz triangular superior (triangular inferior).

(d) 4 é um corpo ordenado e X € simétrica, positiva definida.
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11.

12.

13.

[,
&

15.
16.

17.

‘(a) Prove que se M(n) > 4M

Parte B — Complexidade de Algoritmos:

Mostre que se X € uma matriz ndo singular sobre um corpo or-
denado, e se X7 é a transposta de X, entio

(@) S = XXT é simétrica positiva definida;

(b) Y1 = xyT.g1

\UI L3

Usando os fatos acima, esboce um algoritmo para inverter ma-
trizes sobre corpos ordenados que usa O(M(n)) multiplicagdes e

divisoes.

> ) entdo I(n) < 3M(n) (Note que

M(1) > 1 pelo Exercicio 8.) _ .
(b) Prove que a solucido de recorrénci

(I(1) = 1,
n n log, 7
oy =21(3) +5-(3)
satisfaz I(n) < 7n'%:7, Obtenha a solugio em seguida.
(c) Mostre que a familia de fungdes que sejam positivas, mo-

noténicas nio decrescentes, ndo limitadas e tais que f(cn) e
€ O(f(n)) para toda constante ¢ > 1, contém as fungoes
a-logn e a-n® para a e b reais e positivos. Ademais esta

familia ¢ fechada sob soma, produto e composigdo de fungdes

Mostre que

(a) a operagdo A pode ser expressa por meio de composigdes
de ve 1;

(b) a operagdio v pode ser expressa por meio de composigdes
de A e T

(c) a operagdo 1 ndo pode ser expressa por meio de composi-
coes de A e v.

Verifique a formula da Segdo 3 para o fecho reflexivo e transitivo.

D¢ algoritmos para a soma e para o produto de nimeros naturais
usando operagdes booleanas. Analise a complexidade dos algo-

T T T Y —

T l llllUb.

Considere a seguinte técnica para multiplica¢io de naturais es-
critos em notag¢do binaria:
para multiplicar nimeros de um digito x-y = xAy;



1

Snd
\O

8.

para multiplicar niimeros de n digitos, onde n = 2, escreva

x=a-2"*+b
y=c2"2 +d
com a, b, ¢ e d nimeros de n/2 digitos. Calcule x « y pelo algori
u—(@+b)-(c+4d;
vV «a-c;
web-d;
Z V24 u—v—=—w)2?2 4w
Lembrando que podemos multiplicar em notagdo binaria por 2"
acrescentando n zeros a direita, vemos que o algoritmo acima
usa trés multiplicagdes de nﬁmeros de comprimento n/2.
multiplicagdo de inteiros usando

(a) Escreva um algoritmo p

A a3 Kamraava

IN

a técnica acima. ‘Mosrr e que sua omplexidade satisfaz a re-
corréncia

P(1) = k,

P(n) = 3P(n/2) + kn,
onde £ ¢ uma constan

¢ :
(b) Mostre que a solucdo da recorréncia acima €
P(n) = 3kn"%:3 — 2kn.

(c) O raciocinio acima contém um erro. Ache-o. Escreva as somas
(a+b)e(c+d)como a2"2 + e, e y2"2 + f com a e y di-
os binarios e obtenha um algoritmo correto. Mostre que

sua complexidade é da ordem oz 3

(a) Dé um exemplo de matrizes n x n sobre {0, 1}, cujo produto,
pelo método de Strassen, produz resultados intermediarios

maiores do que n.

(b) Sejam X e Y matrizes de inteiros positiv
ponha que todos os elementos de X (, Ye
n. Mostre que os resultados do produto X . Y, calculados nos
anéis Z e Z,,, sdo idénticos. (Identificamos o inteiro i < n

com o elemento 1 + 1 + ... + 1 (i vezes) de Z,,,.)

—
A d

Mostre que os vetores (y,,,), (¢,,0) e (0,y,) de 4%y, y,]
sdo linearmente independentes moduio A.

(b) Defina o posto de colunas modulo 4 de uma matriz B com
elementos em A[y,,y,, ..., V). Mostre que o posto de co-

lunas de B ndo ¢ necessariamente igual ao posto de linhas de B.
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20. Prove o seguinte teorema: Seja B uma matriz p x n cujos ele-

21.

22.

23.

mentos sao fungdes lineares das variaveis V13YVys +oes Vm» € X UM

vetor coluna de n componentes. Se o posto de colunas de B modulo
A for r, o calculo de Bx requer pelo menos r multi plicagdes essen-

I"I (2 1c
wi@iio.

Usando o teorema acima prove

(@) o calculo do valor de um polinémio de grau » num ponto
requer n multiplicag8es (note que a regra de Horner usa exa-
tamente este numero de multiplicagdes e é, portanto ét.. na).

b) o calculo do produto de uma matriz n x m por um vetor

luna de m componentes requer nm multiplicages.
Sugestdo: para a parte (a) considere o produto da matriz 1 x (n+ 1)
[1xx?... x"] pelo vetor [a, a, ...a,)".
a parte (b) considere o produto da matriz n x nm

Vi Ve ¥ 0 0 ... 0 0 ...0 0 .. 0]

(h
\v

Par:

1 2 m
6 ..... () ......... 0 00 ........ 0 ..... () ........ v lvz ....... vm—'
pelo vetor
by, 615 - bymby by o by by b, b,

Mostre  como estender os algoritmos de inversio de matrizes e
de fecho reflexivo e transitivo para o caso de matrizes n x
onde n ndo € uma poténcia de 2. Analise a complexidade dos
algoritmos.

Considere o calculo da funcdo Pn(x) = x"sobre um corpo arbitrario.
(@) mostre que se n' = 2* entio k¥ multi

(b) mostre gque se y(n) = nimero d

1 F\77] T aassaiiwva

e qu e Y
tagdo binaria de n, entdo [logzn'l + y(n) — 1 multiplica¢oe
suficientes para o calculo de x".

(¢) mostre que se somente somas, subtragdes e multiplicagdes sdo

!_ll,m I [

I’\Prfhlfldﬂc entan nala moenn , 73 1uu1t1pl cacées SiO ne-

FAIUIMGL, ViilGv puiv vl IUS

cessarias.

(d) mostre que se divisdes também sdo permitidas, entio 6 mul-
tiplicagbes e/ou divisdes sdo suficientes para calcular x3!, mas
7 multiplicagdes sdo necessarias em caso contrario.
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24. Um semianel completo ¢ um conjunto S, munido de operagdes
de soma + e produto - que satisfazem as seguintes propriedades
(S, ) € um monoide, isto €,
(i) a+(b+c) = (a+b)+c para todo a,b,c € S;

Q
(=
O
R

a+0=0+4+a=

O elemento 0 satisfaz

n
a=0,
aeS.
a. é definida para todo conjunto €

I, com a;€ S, e satisfaz
(ix) Y a;=0;
2
x) 2, a;,=a;
ie{i}

(xi) se {I;|jeJ} ¢ uma particio de I, entdo

Zaizj; [Za(’];

Mostre que
(a) O conjunto {0, 1} com as operagdes A € v correspondendo

completo.

’ .
A 1l A 11w mr\l

a-+€ 1+,€ um SCr1

(b) Seja S = R, U {0} onde R, ¢ o conjunto dos nimeros reais
nao-negatlvos, com as operacoes de soma e min correspon-
dendo a - e + respectivamente. Entdo (S, min, +) € um se-
mianel completo. -
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() Seja S um semianel completo. Considere a familia M, (S) das
matrizes n X n com coeficientes em S. Mostre que M, (S) com
as operagdes de soma e de produto de matrizes induzidas
pelas operagbes + e - de S, é um semianel completo.

ne o MNINo
AVAVUO v \.{u\.«

(d,) as propriedades (iii) e (iv) da soma num semianel com-
pleto decorrem das propriedades (ix), (x) e (xi).

d,) a propriedade (viii) ndo é conseqiiéncia das demais pro-
priedades, mas seria conseqiiéncia de (viii'): Para todo
a€ S existe um elemento —a, tal que a + (— a) =
= (— a) + a = 0. Mostre que a propriedade (viii’) ndo
vale nos semianéis (a) e (b) acima.

(d;) Mostre que num semianel completo

e 1 e, 1
|2 a; i

I iel

C
Na
[

~]

2 j 2 a,- b bj .

| j | iel, jed

25. Dado um semianel completo S, com as operagdes + ¢ -, defina
a' para todo ae S e ie N, por

a® =1,
1:

Defina a* como a* = ad=14+a+a>+ a3+ ...

No caso do semianel M »(S) do Exercicio 24, a operagdo * é cha-

mada de fecho reflexivo e transitivo.

(@) Mostre que o produto de dois

e
obtido em O(n*) operagdes + e - do semianel S.
(Y Mostre aie nums

(b) Mostre que emianel completo S, o numero P(n) de opera-
¢oes + e - de S necessarias para o calculo do produto de duas
matrizes de M,(S) é assintoticamente 0 mesmo que o numero
F(n) de operagdes necessarias para o calculo do fecho reflexivo

a= , ~ AN
€ transitivo de um elemento de M «(S), supondo que F(3n)e
gest a prova para

€ O(F(n)), P(1) > 1 e P(n) > P(n/2). (Sug a pr
0 caso particular do semianel da parte ( ) d Exercicio 24
estd no texto.)

on
é

!

26. (Cf. o Capitulo C. VI) Considere um grafo orientado cujas

sdo rotuladas com elementos de um semiane

M a matriz cujo elemento m;=a,a
das arestas com extremo 1n1c1al ie extremo ﬁnal € a. (E portanto,

se ndo ha aresta com extremo inicial i e extremo final Jj, entdo
=0.)

ﬂ’} [72]
A
[¢)
N —
V2]

~ O
.3
(%)
(mN
Q
[72]
»t
O~
o
)
w
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Dados dois vértices i € j € um passeio orientado P, de arestas «,
Oy s weenOlks rotulados por a,, a2 , ..., i, O rOtulo do passeio orien-
tado P ¢ o elemento a, +a, « ... <, de S.

(a) Verifique que o elemento m;; de M € a soma dos rotulos de

1

lOUOb (O] pdbbClUb UllCllldUUb UC C
(b) Verifique que o elemento (i, j) de M? ¢ a soma dos rotulos de

todos os passeios orientados de comprimento 2 de i a j.
(c) Verifique que o elemento (i, j)) de M* ¢ a soma dos rotulos de

todos os passeios orientados de i a j.
(d) Considere o caso particular do semianel ({0, 1}, v, A) do
Exercicio 24 (a). Mostre que o elemento (i, j) de M* é m; i=1

sse existe um caminho orientado de i até j.

(¢) Considere o semianel (R, U {00}, min, +) do Exercicio 24
(b). Mostre que se o elemento (i, )) de M* é d, entido /1 é o

v AVENI I SE W e UwW VU wWiwiiiwiiw waitls
v b |

comprlment d umcammno orienta
-3

e
i (onde o0 com

O trabalho pioneiro na area € o artigo de Ostrowski [91] que
coloca o problema de quantas multiplicagées sdo necessarias para o

calculo de um polindmio num ponto, questdo hoje totalmente escla-
recida (cf. o Exercicio 20 e o livro de Borodin ¢ Munro [8]), embora

um problema essencial ict 1
um problema essencialmente equivalente ao do Exercicio 22 (cadeia

de adicdo) tenha sido anteriormente estudado-em Matematica. O ar
an Ae
AV U

wn

nnnnnn M1L]l AveaaXa smhtadA vrAnidA Aa mui]fiﬂltnrxr\

ugu UC ouabbcu [11U] CApPUC O mMcwoao rapiav G¢c 1IIultpIivay
matrizes. A decomposi¢do L UP mencionada no texto € do artigo [10]
e o Exercicio 10 é uma idéia ndo publicada de Schonhage. O Exer-
cicio 6 é devido a Winograd. O algoritmo de Pan a que referimos no

m M A Al iicalSm~ An o PPy Sy An Qtonr

textc estﬁ m {92]. A discussdo do uso do algoritmo de Strassen €
de [34]. O 1.’1m co livro-texto na area é [1]. Existe também uma mono-
grafia [8] que trata dos problemas de complexidade algébrica vistas

no capltulo expondo 0 que se sabia na area em 1975. Muitos dos
resultados podem ser encontrados apenas como artigos de jornais.

Os resultados citados no texto sobre quaternions sdo de [66], o
limite inferior de 2n?* — n multiplicagdes para o produto de matri-
zes de [67] e @ método rapido de multiplicagdo de inteiros € de [105].



E
DO QUE ENCONTRA-LA?

- R uF u

1.  Introducdo

No encontro da Sociedade Americana de Matematica de 1903,
Frank Cole apresentou um resultado com uma caracteristica bastante

incomum. De um lado, seu resultado desprovou uma conjetura em
aberto ha mais de duzentos e cinqiienta anos; no entanto, nio levou
mals dO oue alguns minutos para que Cole convencesse a sua audiéncia

~n 1

a conjetura em quesrao €ra Ialsa, € sua prova

anterlor era a propos1cﬁo de Mersenne de que nimeros da forma
27 — 1 seriam primos para uma lista de certos primos p. A lista de
Mersenne foi laboriosamente conferida & méo, sem o emprego de
computadores, antes de 1950, sendo que o resultado de Cole foi um
dos poucos erros encontrados. Desde entdo a lista foi consideravel-

mente estendida com o auxilio de computadores.

O exemplo de Cole ilustra de maneira dramatica que, aparente-
mente, encontrar os fatores de um numero composto pode em geral
ser muito dificil, tanto € que levou mais de dois séculos para que alguém
encontrasse os fatores de 297 — 1, mas uma vez encontrados tais fa-
tores torna-se um problema relativamente trivial verificar que o nimero
em questdo € realmente um nGmero composto, bastando para isso
efetuar uma tunica multiplicagdo. Existe uma variedade de problemas
conhecidos que parecem exibir o mesmo fendmeno, no sentido de que
conhecemos algoritmos que verificam rapidamente se um canditado

X o | f,‘

nerAan~ot ~1. =~
na

proposto como uma solugdo € ou ndo d
conhecemos nenhum algoritmo rapido qu

Por exemplo, seja SAT o conjunto de todas as féormulas satisfaziveis
do calculo proposicional, isto é, todas as expressoes envolvendo
variaveis logicas p, g, ..., e os operadores logicos 1 (negagio), A

0 uma solu¢ao, mas nao
e contra esta qnlnmn

€

@ -



(conjungdo) € Vv (disjungdo), tais que existe uma interpretagao que
dé valores verdadeiro ou falso as variaveis da formula de tal maneira,
que a formula com esta mter‘pretacao se torne verdadeira. Para decidir

Y JR S | Q nanronfn_

se uma formula F com n variaveis é satisfazivel, precisamos, aparente-
mente, examinar 2" possiveis mterpretag(”)es. De fato ndo se conhece

nenhum algoritmo rapido que decida se F pertence ou ndo a SAT.

Se F for satisfazivel, no entanto, uma vez conhecida a interpretagao
que a torne verdadeira, umas poucas operagdes logicas sdo suficientes

algoritmos ndo exnstem E entﬁo natural perguntar, 1ntu1t1vamente se
verificar a solugdo de problemas deste tipo € inerentemente um pro-
blema mais facil do que encontrar essa solugdo. Neste capitulo nos

dedicaremos a formalizar esta pergunta e mostrar alguns dos resultados

obtidos tentando respondé-la. Como veremos, o problema formal
correspondente a nossa pergunta ¢ uma das questdes centrais em aberto
em Teoria da Computagio. Informalmente, o resultado principal que
iremos provar afirma que existem problemas naturais de computacao
(SAT é um exemplo), cuja solugdo pode ser verificada ‘“‘rapidamente”

por um algoritmo, e tal que, se conseguirmos um algoritmo *‘rapido”

para encontrar a solugdo de um s6 destes problemas, entdo a solugdo
de todos os problemas que podem ser verificados rapidamente por
um algoritmo pode também ser encontrada rapidamente por um

algoritmo.

2. Conceitos basicos

gunta levantada
A amae~

S classes de pro-
ode ser respectwamcnte encontrada e verificada

e
1 1
blemas cuja solu

P

por algoritmos rapidos
Antes de mais nada ocupar-nos-emos apenas com problemas

ue admitem por resposta sim ou ndo. Ja examinamos alguns problemas
deste tipo no Capitulo II. Restringir nossa atengdo a estes problcmas
permite simplificar as nossas consideragoes e, além do mais, a maioria
dos problemas de nosso interesse pode ser formulada desta maneira.
Assim sdo, por exemplo, os problemas de determinar se um numero

dado é ou ndo composto, se uma formula do calculo proposicional
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€ ou ndo satisfazivel, e assim por diante. Estes problemas, portanto,
equivalem a decidir se um objeto dado pertence ou nio a um certo
conjunto.

Em segundo lugar, podemos restringir nossa atengio a conjuntos
de palavras sobre um alfa finito, porque quaiquer objeto de nosso
interesse pod ser representado por uma palavra. Por exemplo, qual-
quer numero natural pode ser representado pela sua representagio
decimal que € uma palavra sobre o alfabeto {0, 1,2, ..., 9}. Similar-
mente, qualquer férmula proposicional pode ser v1sta como uma
nalavra sobre o alfabeto !n , g, 1, V, A, (, )’ v,f} onde os nomes

ﬂ
E
-
=
|
o
Ql"
[¢’)
-
C

LIV

das variaveis logicas sdo palavras nao vazias sobre {p, q}. Na Segio 4
definiremos este conjunto com mais pormenores.

O numero de simbolos do alfabeto é relativamente sem importan
cia, desde que seja pelo menos dois, pois por uma codificagdo simbol

a
simbolo pod os representar qualquer palavra sobre um alfabeto X
S

Ci

1n vr nhra e 10~ L

com m > 2 simbolos, por uma palavra sobre, por exemplo, o alfabeto
{0, 1}. Para isto bastardo') k = [ log, m] simbolos de {0, 1} para
representar cada simbolo de Z, e portanto uma palavra de 2* de
comprlmento n pode ser codificada por uma palavra de {0, ll* de

comprimento en

wSaiipsa Avlll, [ R £ 2%

v

Pela discussdo acima, todos os problemas que nos interessariio
neste capitulo serdo do tipo geral de decidir se um objeto dado repre-
sentado por uma palavra sobre um alfabeto conveniente pertence ou
ndo a um certo conjunto de palavras 4. Conforme vimos no Capitulo I,
uma maquina de Turing deterministica que reconhece A4 corresponde
de modo natural a decidir esta questio por meio de um algoritmo,
o algoritmo representado pela maquina de Turing. Similarmente,
uma maquina de Turing ndo deterministica que aceita 4 corresponde
de modo natural a verificar, por meio de um algoritmo, se uma solugdo

a correspondente a A4 € correta. A solugdo que
€ maneira mais geral, informagdes adicionais
a, sao armazenadas na fita de sugestdes. Por
exemplo para o caso dos nimeros compostos que vimos na introdugio,
a fita de sugestoes pod conter os fatores do nimero representado
pela entrada. A maquina nido deterministica multiplicari

’

ia
erificaria se o proauto € 0 nimero representado pela entrada acel-
er 0 em

agtag fotArac

COLWLWD 1AatULIOD

(1) — [x] denota o menor inteiro maior ou igual a x.
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ndo deterministica aceita o conjunto de palavras que representam
nimeros compostos, pois se a entrada representar um nimero composto
entdo com uma sugestdo apropriada a maquina aceita a entrada, e se
a entrada nio representar um nuimero composto entao esta maquina

.
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interesse € em algoritmos ‘‘rapidos’.
De acordo com o Capitulo I, a complexidade de tempo associada
a uma maquina de Turing deterministica ou ndo deterministica M

¢ dada pela fungdo ¢,(x), que pode ser limitada superiormente por
alguma funcdio g : N — N. Mas qual o limite de tempo que devemos

‘.'3

1Ry al) Lacii

considerar “‘rapido”? E claro que tal pergunta sé pode ser respondida
num contexto empirico. Certamente tal limite deve crescer menos que
uma exponencial no comprimento da entrada, pois exponenciais ja
crescem tdo rapidamente que, se dispusermos apenas de um algoritmo

exponencial para resolver um problema, entio conseguiremos usa-io
apenas para entradas de tama nho relativamente reduzido. A tabela

waalio ps A wals

abaixo ilustra este fato. Suponhamos que dispomos de cinco algo-
ritmos para a resolugdo de um certo problema, de tempos de execugao n,

nlogn n?, n® e 2" passos respectivamente. Suponhamos ainda que

o ‘I‘Y\Il nNMacaNc nnr CP(’YI ﬂf‘

ac de nmm comnntadar ane eveent
VIDPUIIIUS UL Ulll VULIPUIGUUL UL VALLULL LIl PJAassus pus CeuliGy
A Tabela 1, fornece para cada tipo de algoritmo o comprimento ma-
\n'.v\n Aa antrada mara varing tamnne da avarnirdn nnr‘n n ronracoenta n
AlllIVU JUa viitiaua pala valivo t\.«lll}JUD ULV VAVWWWUyQU,, Viiuw 1t l\«}}l\«b\.«lltu \ ¥/
comprimento da entrada
n MAXIMO PARA TEMPO
DE EXECUCAO
AT MNADITAAN TLEAMMDN
ALUUNI 1 VIV 1DIVIEV
(PASSOS) s 1 min I h
1 n 1.000 6 x 104 3,6 x 10°
2 n log n 4.893 2,0 x 10°
3 n? 31 244 1.897
4 n3 10 39 i53
5 2" 9 15 21

Tabela 1
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Note que multiplicando o tempo disponivel por uma constante mul-
tiplica 0 tamanho maximo da entrada por pelo menos uma constante
para os primeiros quatro algoritmos, que sdo polinomiais mas aumenta
apenas de uma constante para o tltimo, que € um algoritmo exponencial.
que consideremos um algoritmo “‘rapido”, o limite de tempo
o ser subexponencial. Por outro lado, para qualquer probiema
ndo trivial precisaremos certamente pelo menos tempo suficiente para
ler toda a entrada, o que implica que tal limite deve ser pelo menos

linear no comprimento da entrada. Uma familia de limites superiores

” .-Ann -z 1

que parece razoavel sob este ponto de vista € a classe de polinomiais
com coeficientes inteiros ndo negativos p : N — N, que denotaremos
por POL.

A escolha de POL traz outras vantagens, de ordem matematica.
De fato, POL possui propriedades de fechamento que permitem
comblnar algoritmos polinomiais de diversas maneiras para obter

ovos algoritmos polinomiais. POL é fechada sob soma, produto, e
composu;ao funcional. Por exemplo, um algoritmo polinomial em
que cada passo € substituido por um algoritmo polinomial da origem
a um outro algoritmo polinomial.

Seja & a familia de todos os conjuntos reconheciveis em tempo
POL por uma maquina de Turing deterministica, ¢ seja A2 a familia
de todos os conjuntos aceitaveis em tempo POL por uma maquina
de Turing ndo deterministica. Pelos motivos acima parece razoavel
1dent1ﬁcar a classe de problemas cuja solugdo pode ser encontrada
€ problemas cuja
oritmo com NP
a pergunta se
€ ou ndo igual a A2, ou em outras palavra ja q eP < ND
pelo Exercicio 1, se 2 esta ou ndo propriamente contido em N.
Esta questao, levantdda por Cook, encontra-se ainda hoje em aberto.

~
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solugdo pode ser verificada rapidamente por um al
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O modelo de algoritmo que definimos no Cdpltulo I, a maquina
de Turing, é evidentemente um modelo extremamente simples. Pela
Tese de Church qualquer algoritmo pode ser “programado” neste
modelo. Mas serd que qualquer algoritmo eficiente pode ser progra-
mado de maneira eficiente em modelo tdo simples? Pareceria, a pri-
meira vista, que poderia acontecer que uma maquina de Turing fosse
ineficiente, ndo porque representasse um algoritmo ineficiente, mas
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devido a propria simplicidade, e portanto relativa ineficiéncia, do mode-
lo em si. Assim, poderiamos pensar que talvez existam algoritmos rapi-
dos, isto e polmomlals em computadores reais, mas que 1mplementados

mais mmuncwso, no entanto, revela que isto nao nnd acontecer.
Dentre os modelos formais definidos, 0 mais proximo dos com mputadores
reais ¢ chamado mdquina de acesso aleatorio. Pode-se demonstrar
que qualquer passo de uma maquina deste tipo pode ser 31mulado em
tempo polinomial numa maquina de Turing. Para se ter uma a idéia
do tipo de técnicas envolvidas nestas 31mula<;6 S esbocamos abaixo
a prova de que maquinas de Turing com varias f1 s de trabalho podem
ser simuladas eficientemente por uma maquina de Turing com uma
unica fita.

Uma mdquina de Turing com fitas multiplas € sistema formal
como o definido no Capitulo I, exceto que o contro L central tem acesso
a varias fitas de trabalho em vez de uma unica fita de entrada/trabalho/
/saida. Normalmente neste tipo de modelo admite-se uma fita separada,
de leitura apenas, contendo a entrada, e uma fita de gravagao apenas,
onde a maquina escreve a sua saida. Inicialmente as fitas de trabalho
estio totalmente brancas. Um passo de uma maquina com fitas mul-
tiplas ¢ similar ao da maquina de fita Gnica, exceto que as agoes da
maquina dependem agora do estado de controle central e dos simbolos
lidos da fita de entrada e das fitas de trabalho. Cada cabega das fitas

de trabalho e da fita de saida escreve um simbolo na respectiva fita

independentemente das demais, e cada cabega € movida independente-
mente das demais no maximo uma célula para a esquerda ou para a

£ 1

direita na sua fita. A cabeca da fita de saida ndo pode ser movid
para a esquerda. A fungdo t),(x) define-se an nalogamente ao caso da
maquina de fita unica.

TEOREMA 1. Dada uma mdquina de Turing M deierministica com

fitas multiplas, existe uma mdquina de Turing M
deterministica, com uma unica fita de entrada/trabalho/saida tal que
(a) se M com entrada x parar em t passos entdo M’ pdra com entrada x
em no mdximo 4t passos; (b) M’ aceita x sse M aceita x; (¢) A saida

de M' é igual a saida de M.

Demonstragdo. Daremos apenas as idéias principais da demonstragao.
Cada uma das fitas de M é representada por uma
faixa na fita tnica de M’ conforme a Figura 1.
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entrada (e)

—x, | O .XQ/%... o,

<

saida (s) faixas ‘ Y
q -~
= z 0 € !— X110 ]| x,
s |z o
[ trabatho (¢,) t1 |wy [0y |w,
Fwi |0y | w, ty |— ws 03| wa
4 trabalho (z,)
— w3 03 Wa
Midquina M com m fitas de trabalho e Méquina M’ com alfabeto X' +2
alfabeto X = {|—9 ” 0o, O154.., 0[} E’ = {l—, r—\, #, z 0o, Og, ..., 0j, Oi}

Figura 1

Um simbolo na fita de M’ ¢ uma (m + 2)-tupla representando o
contetido de uma célula em cada uma das faixas correspondentes as
fitas de entrada, saida e as fitas de trabalho de M. Se a cabega numa

@,

fita de M estiver sobre esta célula entdo o simbolo na posi¢do corres-

pondente na faixa apropriada é assinalado com a marca “-”. Um
passo de M ¢é simulado por M’ do seguinte modo (supomos que a
cabeca de M’, ao se iniciar a
tra-se sobre a célula mais a esquerda da fita):

w

3 S maocon~ A AL PO
imulagido de um passo de M, encon-

' W 44 b |

(a) M’ desloca a cabega para a direita até encontrar a célula em
cada faixa que contém o simbolo marcado com ““~”. Deste modo M’

(2) Pelas convengdes admitidas o alfabeto de uma maquina de Turing deve incluir
pelo menos os simbolos {F, 5,0, 1}. Para enquadrar M’ nestas convengdes € para
que M’ calcule a mesma fungio que M, é preciso escolher (m + 2)-tuplas apropriadas

para representar os simbolos de X. Deixamos ao leitor a implementagio de por-
menores deste tipo.
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descobre os simbolos lidos por M neste passo € 0s armazena no seu
controle central;

- (b)Uma vez descobertos estes simbolos, M’ desloca a cabega
para a esquerda escrevendo os novos simbolos escritos por M nesse
passo, nas células das faixas correspondentes;

LU 3

(c) Deslocando a cabega para a direita, M’ atualiza as marcas
das cabecas de M que se deslocam para a direita neste passo;

(d) Finalmente, deslocando a cabega para a esquerda, M’ atualiza
as marcas ‘-’ das cabegas de M que se deslocam para a esquerda neste
...... <P - LA alia~a cane
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n
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passo, voltando também a cabega para a célu
fita, e refletindo no estado do controle central
de M.

Note que nenhuma cabega de M pode :
células para a direita na r fi

wwawealsg

cabega pode ser deslocada
Deste modo cada passo de M requer no maximo 4¢ passos de M’
para ser simulado. Portanto a simulagdo toda requer no maximo 4+
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ula para a direita.

passos. =
4 r - . .
COROLARIO 1. Se uma mdquina de Turing M com fitas multiplas

reconhece um conjunto A em tempo polinomial,
entdo existe uma mdquina de Turing M’ com uma unica fita que reco-
nhece A em tempo polinomial.

TEOREMA 2. Dada uma mdquina de Turing ndo deterministica M com

fitas multiplas, existe uma mdquina de Turing ndo
deterministica M', com uma unica fita de entrada/trabalho/saida que
aceita o mesmo conjunto que M. Ademais, se M parar com entrada x e
sugestdo y em t passos entdo M' pdra com entrada x e sugestdo y em no

mdximo 4t* passos.

Demonstra¢do. Analoga a do Teorema 1. m
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Vejamos agora aigumas nogoes fundamentais de loglca que, como
veremos, serdo de 1mportanc1a para a questao 2?21 N
Considere o alfabeto £ = {p,q,v,f,(,), 11, Vv, A}.
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Uma constante proposicional ou simplesmente constante, ¢ um
elemento do conjunto {v, f}. Interpretaremos v como representando
verdadeiro, ¢ f como representando falso.

Uma varidvel proposicional, ou simplesmente varidvel, é uma

Iy

palavra ndo vazia sobre o alfabeto {p, ¢}. Exemplos: p, q, pq, etc.
Uma formula atémica ou dtomo é uma variavel, ou uma constante,

ou uma palavra da forma - w onde w é uma variavel ou constante.
Uma formula ¢ uma foérmula atémica ou uma palavra da forma

A, (A v B), ou (A A B) onde 4 ¢ B sio formulas. Exemplos de
as sao: p”fi p, v, v, i A g), (P v g) A pg), etc.

s primeiras cinco destas formulas sio formulas atomicas.

Seja A uma férmula. Denotamos por V(A) o conjunto de varidveis

de A, definido por:

N\ Y74 D\ .

ima férmula entdo V{(4) = V(B);

V(B) u V(C).
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I de A, o valor de A
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UdUd uma lUmIUId Aeu
segundo /, denotado por || 4 ||,,
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é
(i) Se 4 é uma constante entdo || 4 ||, = A;
(i) Se A4 é uma variavel entdo || 4 ||, = I(A4);
(11) Se 4 é da forma 1B onde B é uma formula entdo
4l ={7 i gth 2
fse | Bl =v;
(iv) Se 4 ¢é da forma (B v C) onde B e C sdo féormulas entdo
~ I = Il _ I o~ 1 -
a4, =4b 5 2=y oulitiy=7V
o 1]( se [|Bll;=1|Cll;=f
(v) Se 4 ¢ da forma (B A C) onde B e C sdo formulas entdo
. HRII =llCll = v
fal, ={vsellBlli=lCl=v
S0 Use||Bl=FJoul|C]=]

Duas féormulas 4 e B sdo logicamente equivalentes se para toda
interpretagdo / de ambas,




E Mais Facil Verificar a Solugdo do que Encontra-la?

-.
-
(3]

Uma disju¢do de atomos (féormulas) € uma férmula do tipo
(A4, v A)) v A)) v ... v A,) onde 4, 4,,4,, ..., 4, séo atomos

(formulas).

Uma coniucdo de atomos (formulas) ¢ uma formula do tipo
((( o A\ ~ewmdAas A A A A eAN AtAamAg
(u:‘l A fl ) /\ 1‘13) A oo A Ap) OHUC A, Ay, Mgy oe0y 1y dAU ALULLIUS
(férmulas).

Uma formula estd em forma normal disjuntiva (conjuntiva) se for
uma dlsjuncao (conjuncao) de féormulas, cada uma das quals sendo
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 4~ aaa ~ E Am“ l’\ .7 I'\

ullla LUll_] uuyau \Ulb_] um,aU) uc auuuuo LAClllplua p,PVvg) \l’ A q},
e ((p A @) v (T1pp A pq)) estdao em forma normal disjuntiva; —p, (p v q),

A e PRy o

(p A q), € {p N ([p \Y ﬁq) A\ pq)) estdo em forma normal LUIlJuullVd,
(((® v g9) A pp) v T1p) ndo esti nem em forma normal conjuntiva

nem em forma normal disjuntiva.

Devido a propriedade associativa das operagdes logicas A e v
. ’

(Exercicio 2, (iii) e (iv)), muitos parénteses sdo desnecessarios numa
formula. Assim, convencionaremos, no intuito de reduzir os parénteses

nas nossas €xpresso€s, que

A vVA,vVA, Vv .. VA, abrevia (((4, v 4 )vA)v...vA,,),
A

© A AA,AA A ... AA, abrevia (A, A 4) A

nss

> B
<
a
—

'

onde 4, 4,, A,, ..., 4, sdo formulas. E também costumeiro co
cionar que A tem precedéncia sobre v, e que T tem precedéncia

q
sobre A € v.Assim, 14, v 4, denota (T4, v 4,)endo (4, v 4,);
A v A. A A. denota (A \/(A AAN e éo((AAVA\AA\E_x-

“1 "‘-3 """" “1 \“ "3// ~ AN i | ~ "2/ ""3I= ==
preSSOCS ODIIGaS (le Iormmas ellmlnan(lo parenteses Ge aCOI'(lO com
estas reoras. serio denominadas de fnrmulnc abreviadas. Sesuem

UUUUU regras, serio denominadas mulas jadas. Segu
alguns exemplos:
FORMULA FORMULA ABREVIADA
(@ A ((Cp v q) v pg) A pp) p A(p Vv gvpg) App
ﬁ(Al v Az) QI(AI v Az)

(((Dp A q) A pp) v (g A Pq)) TIPAGgADPDP NV GAPq

Uma formula A ¢é satisfazivel se existe uma interpretagao I de A
tal que || 4 ||, = v.

T Tovmnaa FAreaila
1

A A
vilia 1viiiiuia 711 ©

11 trees

O PP PN
ullla tuuituvi

gia s

logicamente equiva

Denotaremos o conjunto de todas as formulas satisfaziveis,
abreviadas ou nio, por SAT e o conjunto de todas as tautologias,
abreviadas ou ndao, por TAUT. FNC-SAT denotara o conjunto de

todas as formulas abreviadas satisfaziveis em forma normal conjuntiva.

o
-
Q
=t
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Analogamente, FND-SAT denotara o conjunto de todas as formulas
abreviadas satisfaziveis em forma normal disjuntiva; FNC-TAUT, o
conjunto de todas as tautologias abreviadas, em forma normal con-
juntiva, € FND-TAUT, o conjunto de todas as tautologias abreviadas

rm rmal As
em forma normal ais

21 “tqun ANl A~ P TN

iva. l‘UlC quc

TAUT . TAUT
. (/ N
Cx NS ¥ Y
FNC-TAUT SAT e FND-TAUT SAT.
NS Cx Ny Cx
. FNC-SAT ™ " FND-SAT =

TEOREMA 3. FNC-SAT pertence a NVP.

Demonstragcdo. Queremos construir uma maquina de Turing ndo

deterministica M que aceita FNC-SAT em tempo
polinomial. Pelo Teorema 2 podemos supor que M tem uma fita de
trabalho, e as fitas de entrada e de sugestdes que sdo de leitura apenas.

‘Seja x a entrada de comprimento n, e y a sugestio. A maquina M

sera construida de ta forma que se y for da forma a.b.a,b, ... a,b,
onde a; € {p, g}*, b, € {v, f}, 1515m,m<!x!=ng!y!<’)n
A Ana A S 1 1

codificando a interpretagdo b; de cada variavel a; de x que torna a
formula x verdadeira, e se x estiver em forma normal conjuntiva

abreviada, entdo M aceita x. Caso contrario x é rejeitado. Note que
m<mne I l < 2n. Para cada entrada x e suggst_ﬁ.g V. a méquina M

imo um nimero polinomial de passos para parar. Estas

al d
condigbes claramente garantem que M aceita FNC-SAT em tempo

2 SravNvaaa va

Na construgdo de M utilizaremos varias submaquinas com fun-

¢Oes especificas. A maquina M serd uma composi¢io conveniente
destas submaguinas. Note gque uma férmula a abreviada em forma

e Raalsg weaaa . by B ALALRE LViiiiuICE

normal conjuntiva é uma expressio da forma‘®: D, A D2 A ... A D
onde s > 1 e cada D; € da forma 4,; ou (4,; vA V...V A4,

r; > 1, onde os 4, sdo atomos. Descreveremos agora as submaqumas
de M.

(3) Para simplificar a demonstragdo, vamos admitir a restrigio adicional de que uma
formula abrevnada que consiste de uma s6 disjungdo de varios atomos deve estar
entre parénteses. Assim, a formula (p v ¢) sera aceita por M enquanto p v ¢ ndo
sera aceita. Note, porém, que o teorema ¢ valido independe e¢mente desta restrigdo.
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" C\NAGS N \NAOS )
( y daforma certa? —={ Rejeita ) ( Varidvelemy? == Rejeita )
. _/ \_// N— — AN /
SIM v f —
Y
1
I
I
Y Y :
C Atomo? Rejeita ( Disjun¢do? )—‘Gﬂelt)

14

.
[ E——

Figura 2 — As submaquinas de M.

(1) Submaquina *‘y e da forma certa?”’

Descrigdo: Lé x e y simultaneamente verlﬁcando se |y|<2|x]e

se y & da forma a,b,a,b, ...a,b, onde a;€ {p, q}* eb,e{v,f}. Sey
nao for desta forma ou ent ose|y|>2 | x | entdo rejeita. Caso con-
ra spectivas fitas e

o

o0 comego das r

devolve o comando.
Tempo de execugdo: < 4n.

(i) Submaquina ‘““Variavel em y?”.

Descrigao: Verifica se a variavel escrita na fita de trabalho ocorre
em y como um dos a;. Se ndo ocorrer entéo rejeita. Caso contrario

devolve o comando no estado v se b, = v, e f se b, = f. A computagao

de “Variavel em y?” comega com as cabecas da fita de sugestoes e
da fita de trabalho no comego das respectivas fitas, e termina com as
cabegas na mesma pos i"éo A comparagdo de cada a; com a variave

s
na fita de trabalho é feita simbolo a simbolo. Se uma das duas paiavras

—

o alatien ciembhnala nd3A Far A O nas dnac nala.

u se al guim simbolo ndo for 6 mesmo nas duas pala
eca da fita de sugestdes € avangada para o proxlmo a;
ta de trabalho é reposicionada para o simbolo mais a
variavel, repetindo-se a comparacao.

1& Qn
'N "’7



Tempo de execugdo: < 2n?+ 2n. Cada comparagio da variavel na
fita de trabalho com um dos a, leva no maximo 2n passos, e fazemos no

maximo m < n comparagdes. Assim levamos no maximo 2n2 passos
~lazca

I qu€ a mesma nao oCorre
ra

a var .'.". . | em con
para ou encontrar a 1aveEl iy Conc

1y
em y. Levamos no maximo mais 2
comego das respectivas fitas.

"C

> ou concluir
n passos pa

eventualmente simbolos seguintes constituem um atomo, isto é uma
seqiiéncia de p's € ¢'s, ou v, ou f, ou —1 seguido de uma seqiiéncia de
p'seq’s, ou 717, 0u 7 /. Se for um atomo, devolve o valor correspondente
caaonndn o tarmratand A f\l\ i enndan

segundo a interpretagdo codificada em y (para isto poderemos chamar
“Variavel em y?’); caso contrario, rejeita.

Tempo de execugdo: < 2n? + 4n. Leva no maximo 2n passos para
descobrir a variavel envolvida, caso haja uma, e escrevé-la na fita de
trabalho retornando a cabega da fita de trabalho ao comego da fita.
Chamando “Variavel em ) ?” le‘varn s mais 2n*> + 2n passos no maximo
para descobrir o valor desta variavel e comequentemente do atomo.
Note que se a entrada for —1a entdo “a4tomo?”’ devoive v se o valor de
a for f, e f em caso contrario.

TS 5 o
(iv) Submaquina *“Disjun¢io?

13 ' a A otemmlaAla oAl PR S |
Descrigdo: Verifica se o simbolo sob a cabega de entrada e eventual-

mente simbolos seguintes constituem uma disjungdo 1sto é, uma
palavra do tipo 4, ou (4, v 4 . v A4,) onde r > 1 e 4; sdo
atomos, € se a dlsjuncao é verd 1ra 1sto €, se pelo menos um dos
atomos tem valor v. Se ndo for Disjungdo?”’ com eg verifi-
mo?”’

cando se o simbolo sob a cabec : 1
de‘v do por “Atomo?” for v, e

e devolve o comando se o 'v'alo

rejeita em caso contrario. Se for, entio chama “Atomo?”, vé se o
simbolo seguinte é v, e repete este procedlmento até encontrar o sim-
bolo ) em vez de v. Se qualquer dos atomos for v, devolve o comando.
Caso contrario rejeita. Na Figura 3 damos o diagrama de blocos de
“Disjungdo?”. ‘

Tempo de execugdo: <2n® + 4n? + n. Cada chamada de “Atomo?”
leva no maximo 2n? + 4n passos, € mais um passo para verificar o
simbolo seguinte. H4 no maximo n chamadas.

N C)
3 cw
o
P-4

>N
p

bl —
U)
¢']
%’n 5’
‘O
‘O
=
[¢']
=
—
1»1
~ O
=
o]
3
@
‘ |>‘I
—
O
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{
( simbolo Y 2RO N

{

Y

Avanga cabeca

de entrada
Y - /——\ : /—\
\NA oo\ ( Deinita )
\ Atomo' Kejeita } \ nejeiia /
%—\\/ ~—
Simbolo?
C imbalo? )
OUTRO
Re]elta
\
/

\ i

‘

Asrnsmnn nohana

ﬂlelyd Lavutya

de entrada

UT

( Atomo? )-—égﬂ/ne]—eua\ Avanga cabega
N N P de emrada
11 f

vy J
Yy

Figura 3 — Diagrama de blocos de ‘‘Disjun¢do?’’.

Com as submaquinas acima, M pode ser construido como indicado

na Figura 4.
Tempo de execugdo: < 2n* + 4n® + n? + 5n. “Disjun¢do?” € cha-
mada no maximo n vezes. @
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Avanga cabega
de entrada

Figura 4 — Diagrama de blocos de M.

o

Redutibilidade e conjuntos NP-m-completos

o LA SN e

No Capitulo IT vimos uma nogdo de redutibilidade recursiva, que
foi utilizada para mostrar que certos problemas sdo indecidiveis. Aqui

A mac 1M cnncait
H}trwuZI 11IU0 Will VULIWWI

Um conjunto 4 < Z* é m-redutivel em tempo polinomial a um
1k

tihilidad 1: al
ilar, o de m-redutibilidade polinomial.

,-
CD
w
o
-
=
=
o

o B c Z* e indicado por 4 <? B, se existir uma funcdo
f:Z* - ¥ computavel em tempo polinomial tal que para todo
X

eX* temos x€ A sse f(x)€B.
PROPOSICAO 1. Sejam A, B e C subconju de T*.
(i) Se A€ P entdo para todo B ¥ T* ndo vazio A <? B;
(ii) Se A <2C e Ce? entio AP,
(iii) Se A <2C e Ce /P entdo Ae VP
Demonstracao. (1) Seja be Be b’ \ B. As palavras b e b’ existem
mnAarnita D A «l3A srnami~a A~ D C Ok CL.in
porqué¢ o € nao vazio ¢ # & . OCja
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A fungao f € computavel em tempo polinomial porque 4 € P eA<?B
via f.

tempo polinomial:

(1) Calculamos f(x) sobre a fita de trabalho (isto leva tempo poli-
nomial, porque f é computiavel em tempo polinomial);

(2) Aplicamos a maquina de Turing que reconhece C em tempo
polinomial a fita de entrada/trabalho/salda aue contém f(x). (Esta
maquina para em tempo polinomial q(| f(%) | ) no comprimento da
sua entrada, que ¢ f(x). Como f € computavel em tempo polinomial,
temos | f(x) | < p(| x |) para alguma polinomial p, pois em cada passo
no maximo um simbolo € escrito na saida. Portanto o “‘passo” (2)
leva no maximo tempo ¢(p(| x |), que é polinomial.)

e, M reconhece 4 em tempo polinomial.

(i11) A prova ¢ idéntica ao item (ii), exceto que a maquina de Turmg
do passo (2) é agora nido deterministica, e aceita C em tempo polino-
mial. Com ésta modificagdo obtemos uma maquina nio determmlstlca
que aceita 4 em tempo polinomial. m

Um conjunto B < X* ¢ N P-m-completo se
(i) Be 42,
(ii) Para todo Ae /2 temos A <2 B.

(¢

COROLARIO 2. Se B é AP-m-completo entio Be P sse P = NDP.

Demonstragao. Se # = NP entio B e P pois B é N P-m-completo.
Reciprocamente, se B € 2, entdo para todo 4 € /P
temos A <? B. Pela Prop051cao 1 segue que 4 € Z. Isto mostra que
R ”
p

que seja A P-m-completo e se acharmos um algoritmo polinomial
para B, entdo podemos reconhecer todos os conjuntos de #'# em
tempo polinomial. A classe de conjuntos de #°# é muito ampla e

ntA nda ntismarn Aa mralalaeea An ismtamacon e men

conim um grana€ numero ac prooicimas ac inieresse p" tico para

os quais ndo se conhece nenhum algoritmo polinomial. Seria, portanto,
um avango muito grande encontrar um algoritmo polinomial para
um dos problemas A4 "#-m-completos. Reciprocamente, pela mesma
razdo parece provavel que # # A"%. Para provar isto os problemas



N #-m-completos sio os melhores candldatos para um problema em
N P\P.
Estamos agora em condigées de provar o resultado principal

EOREMA 4 (Cook). O conjunto FNC-SAT é A P-m-completo.

Demonstragdo. Ja vimos no Teorema 2 que FNC-SAT € ¥/ #. Preci-
samos entao provar que se A € NP entao A <5' FN C-

forma normal conjuntiva;

sse M aceita x.

Y W Ava fAwwivis

(1) fy(x) é uma formula abreviada em
(i1) f,;(x) é satisfazivel sse x e A, isto

Estas condi¢des garantem que 4 <? FNC-SAT via fu, € portanto
que FNC-SAT ¢ A #-m-completo.

Seja entdio 4 € #'# e M uma maquina de Turing nio determi-
nistica de fita unica que aceita 4 em tempo polinomial p. Seja T =
= {g gl o n]fahpfndpMnnrlpn =tltecg =b',eQ=

lvl,vz, --.,vsJ v AV WYY AN W Ul 2 ]
q, € o estado

1
i
o

v

= {4,,4,, .--» 4.} O conjunto de estados de M, onde
inicial, g, é o estado final ¢,, e ¢, o estado final g,. Seja x uma en-
trada e seja T.= p(|x|). A féormula fu(x) tera as seguintes variaveis

logicas com as interpretagdes padrio indicadas®':

ARIAVEL INTERPRETACAO PADRAO

t<T, v sse M no passo ¢ estiver no es-
tado ¢,;

Simbolo-T; , 1<i<s, 1<c,t<T v sse a célula ¢ da fita de entrada/

/trabalho/saida contiver o simbolo

6; NO passo 1;

Simbolo-Si, 1<i<s, 1<c<T; v sse a célula ¢ da fita de sugestdes
R contiver o simbolo a;;
Posigao-T{,1<c,t<T, v sse a cabega da fita de entrada/
" /trabalho/saida estiver sobre a cé-
lula ¢ no passo ¢;
Posicao-S5, 1<c, t<T, v sse a mhem da fita de sugestdes

(4) Na realidade os nomes mneménicos das varidveis devem ser substituidos por pala-
vras de {p, q}*, de acordo com a Segdo 4.
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Note que o numero de variaveis € eT+sT?+sT+T* + T?
Como T = p(| x |), € s € e sdo constantes, temos um numero de variaveis
polinomial no compnmento da entrada x. Note ainda que, em no

1_. A4 .

maximo T passos, as cabegas de M ndo podem afastar-
células para a direita.

OD
-
-
<
<]
[

6,\‘ Lmennnn MmO CO ll

A férmula f,,(x) sera construida de tal forma que se /M com Su-
gestdo y aceitar X em / passos, com / =< T, entdo f,,(x) com a inter-
pretagdo padrio torna-se verdadeira. Em outras palavras, se M aceitar

~ t+
x entdo fy(x) sera satisfazivel

Reciprocamente, se uma interpretagdo de f),(x) a tornar verdadeira,
entdo dela podemos extrair uma sugc.vt.io y, tal que M com-sugestdo
y a

ceita x em tempo ¢t < T.
A foérmula f,(x) é a conjungdo:

B/\C/\D/\E/‘\F/‘\G‘ H AT

onde as subformulas com a interpretagdo padrdo afirmam:

B — a cabeca da fita de entrada/trabalho/saida em cada passo
encontra-se sobre uma e s6 uma célula;

C — a cabega da fita de sugestoes em cada passo encontra-se sobr

uma € s6 uma w.ula;

D — cada célula da fita entrada/trabalho/saida em cada passo
contém um € um sé simbolo;

E — cada célula da fita de sugestGes contém um € um s
( ser

PR tandn Ao fita de enoectdes nor
\vvv ~ A & 4

(Uwqu O0C

<
apenas, nao

ONnteuao aa iia GC SUges

o depende do passo ?);

F — em cada passo, M encontra-se em um ¢ um s estado;

G — inicialmente o estado de M ¢ ¢q,, a fita de entrada/traba-
Iho/saida contém | F x, a primeira célula da fita de sugestoes

co em I, e as cabecas encontram-se sobre a primeira cé-
lula das respectivas fitas;
H—d .Pmt_an'ésdeM;

I— M ceita x em algum passo t < T.

Cada uma das subformulas estara em forma normal conjuntiva

abreviada, e assim f,,(x) estard em forma normal conjuntiva abreviada.
Descrevemos agora cada uma das subformulas. Note que usaremos
A A, para denotar a formula abreviada 4, A A, Ao AN Ap e
1<5i<¢
A, para denotar a formula abreviada 4, v 4, Vv ... v A,.
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B, = ( \/ Posicio-T)) A A (7 Posi¢do-Tt v — Posi¢do-T).
1<c=<T 1<i<j<T

Note que (7 Posi¢do-T; v — Posi¢do-T’) afirma que no passo ¢ a

cabega ndo pode estar simultaneamente sobre as células i e j, onde

i < j. Assim, B, afirma que no passo ¢ a cabega esta sobre uma e so-

mente uma das células da fita de entrada/saida/trabalho, ¢ B afirma

que 1sto € verdade em cada passo. As formulas C, D, E e F se obtém

a "lulusalll\dllt\v

C= A C, onde

1<t<T
C,=(V Posigio-S;) n A (M Posi¢ao-S; v 1 Posigdo-S)).
1<c¢<T 1<i<j<T
D= A D., onde
1<ct<T
D, = ( Simbolo-T; ) A
1<i<s
A (T Simbolo-T; , v —1 Simbolo-T? )
1Si<j<s
E= A E, onde
1<c=<T
E. = ( Simbolo-S;) A
1<i<s
A (T Simbolo-S! v — Simbolo-S?).
1<i<j<s
F = F,, onde
1=5t<T
F,=(V Estado*y A A (71 Estado} v —Estado)).
1<k=<e 1<i<j<e
G = Estadoi A D’""';’,'z" ’r} A PGSi"dG-S{ A
A Sim bolo-S} A Simbolo-T'!
A Simbolo-T%' A Simbolo- T‘2 ... A Simbolo-T,, | |
A Simbolo-T? ., A Slmbolo T,,+3 L A ... A Simbolo- TT]’
~am A o — ’
UlUC.&—Uil()iz Uln
H = H' A H?, onde

H' = A (Posi¢do-T; v 1Simbolo-T: , v Simbolo-T: ,, ).
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(Note que H! afirma que, se a cabeca nio estiver sobre a célula ¢ da
fita de entrada/trabalho/saida no passo f, entio o simbolo contido
nesta célula nio é modificado neste passo.)

H? = AN Hk;i,j,ci 2,0 onde,
1<k<e
1<i,j<s

1 SC],CZ,‘<T

supondo que &(qy, 04, 0;) = (G4 01, A, Ay), temos:

”k.i.j.n.cz.r =

("IEstadof v 1 Posi¢do-T;' inbolo-S! v Estado®, ) A

i
I, O, ¥V LoGlly 4 )

v 1 Posi¢do-S* v 1 Simbolo-T; , v
A (—Estadot v — Posi¢do-T;' v 7\ Posi¢do-Si* v 7 Simbolo-T:, , v T Simbolo-Si, v Simbol'o-l"‘;";_,“)‘/\
A (1 Estado® v — Posi¢do-T;' v 7 Posigdo-Si* v - Simbolo-T: , v —1Simbolo-S!, v Posigao-T\" ") A
A (—Estadot v — Posigdo-T;' v 1 Posigdo-Si* v -1 Simbolo-T: , v —1Simbolo-S:, v Posi¢do-S;3'*?)

(Assim, H? afirma que para todo passo ¢ < T, se M estiver no estado

S b
., a cabeca da fita de entrada/saida/trabaiho estiver sobre a célula ¢,
que contiver o simbolo o, € a cabeca da fita de sugestdes estiver sobre
a célula ¢, que contiver o simbolo ¢;, entdo no passo 7+ 1 a maquina
M estara no estado gq,., a célula ¢, da fita de entrada/saida/trabalho

conterd o,., e as cabecas estardo respectivamente sobre as células
1

~

)

c, + A, ec,+ A,
Finalmente
_ 2
I= \/ Estado;
1<t<T
Claramente, se M aceitar x com alguma sugestdoy = 0 6;,...0; ,
entdo a interpretagdo padrdo das varidveis torna fr(x) verdadeira, e

assim, a formula f,,(x) é neste caso satisfazivel. Reciprocamente, se
fr(x) for satisfazivel para alguma interpretagdo das varidveis entdo
sejam

Simbolo-Si', Simbolo-S%, ..., Simbolo-S5™

as variaveis
interpretagdo torna E verdadeira, para cada ¢ existe um e um SO j
tal que Simbolo-S! ¢ verdadeira.) Conseqiientemente M aceita x com
. ¢,.., pois as variaveis de f,,(x) que sdo verdadei-

o descrevem, auando reinternretadas nela inter-

Speiaifol) IRALL PR RACRIES P

lo-SJ verdadeiras nesta interpretagdo. (Como a

...... | st

fu(x) € FNC-SAT sse x € A.
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Como o comprimento de cada subférmula de fu(x) é polinomial
em | x |, temos que | fy,(x) | é polinomial em | x |. Seguindo a descrigdo
acima de f\,(x), podemos construir uma maquma de Turmg Qque com
entrada x escreve a formula fy,(x) em t
é computavel em tempo polinomial, o 0 que comp

COROLARIO 3. O conjunto SAT é N P-m-completo.

Demonstracdo. A fungio f,,(x) do Teorema 4 esta em forma normal

conjuntiva abrevmud para quaiquer x. Portanto, como
A <% FNC-SAT via fu(x), € imediato que f,,(x) também m-reduz

M
A a SAT em tempo pollnomlal. Pelo Exercwio 8, SAT € ¥#?. Por-
tanto SAT é A" P-m-completo. m

6. Outros problemas NP-m-compietos

Apos a descoberta de Cook de que FNC-SAT e SAT sio N P-m-
-completos, constatou-se que uma | i a extensa de problemas de im-

€ que 1sta
portancia pratica, lista que continua crcs--ndg a cada ano, sio tam-

Jue con 10, s30 tam
bém A y-m-wrnpletos Note que uma vez demonstrado que um con-
junto 4 é A" P-m-completo, basta mo strar que A <? Be Be /2,
para demonstrar que B também é A42-m-completo. Estas redugdes,
em eeral sdo bem mais si mples do

qQue a rPanan anue vi mgs no Teno
quec

- dadod Aod Al | uv V AKAX A1V A wU™

. Karp [57] exibiu uma lista de 21 problemas #%-m-completos

rema 4
dos quais extraimos seis no teorem

Percebeu-se, entio, que as solugdes rapldas para um grande
numero de problemas de interesse estdo interrelacionadas no sentido

de que ou cada um deles ou nenhum deles pode ser resolv1d0 rapida-
mente por um algoritmo. Isto exnlica a im

....... PR WALl REpVALALLIVL. AUVY UI\ Ax

A NTA

P = NP

Também do ponto de vista tedrico, vé-se que esta ¢ uma questio
central a ser respondida para se ter um melhor entendimento de algo-
ritmos rapldos Com efeito, devido ao Teorema 4, responder a ques-
tdo # = AP resuitara num avango significativo nesta area, qualquer
que seja a resposta: se # = AP entdo teremos algoritmos polinomiais
para todos os problemas em A%, que, como se viu, inclui um grande
nimero de problemas para os quais nio dispomos de algoritmos
polinomiais no momento; se, por outro lado # # A2, entio sabe-
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remos que um grande numero de problemas, os problemas A%-m-
-completos, ndo podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais.

Damos abaixo, sem demonstragio, alguns dos problemas A%-m-
-completos descobertos por Karp.

TEOREMA 5. Os problemas seguintes sdo N#-m-completos:
(i) Programagdo inteira 0 — 1:
{(C, d)| C é uma matriz inteira, d é um vetor, e existe um vetor X

tal que Cx > d};
9 .VI):
s

(D, k) | o grafo orientado D admite uma classificagdo f, !
no mdximo k arestas de D sdo inversées com relagdo a f}
(iii) Circuito hamiltoniano (veja as defini¢bes necessdrias no Capitulo

b
(ii) Classificagdo otima (veja as definicoes necessdrias no Capitulo C
]
| ‘a

I'l’ 1110
P Yyuc

)

|o grafo G tem um circuito que passa por todos o {
) Nimero cromdtico (veja as defini¢des necessdrias no Capitulo C.IV):
)| o grafo G é k-coloravel} ;
(v) Emparelhamento em trés dimensoes (confronte com o Capitulo
C.11):
(T, )| U Tx TxT,T é um conjunto finito, e existe um
= - 1
s |

subconjunto W de [ | T | eparacadai=1,2,3
{wi} = T};

(Wi, wa,wi3)eW
(vi) Problema da mochila:

{(n,a,,ay, ..., a, b)| n,ay, ...,

x, €{0,1}, tais que ) ax;,= b}

1<i<n

Como vimos, ndo se sabe se # = /P ou P # NP. A hipotese
mais popular, embora ndo unanime, entre 0s cientistas de computagao,
parece ser # # AP, que aparenta ser mais plausivel tendo em vista
o grande nimero de problemas de interesse em NP para os quais
nio se conhecem algoritmos polinomiais. Ndo se sabe, tampouco, se
AP ¢ fechado sob complementagdo. Como # € obviamente fechado
sob complementagio é claro que se A% néo for fechado sob com-
plementagio entdo # # AP. Note que NP é fechado sob comple-
mentagio sse o complemento de algum conjunto N P-m-completo
pertencer'a ./'#. Outra vez, a hipotese mais popular, e pelas mesmas
razbes, ¢ que A2 ndo ¢ fechado sob complementagao.

Na Secdo 2 descrevemos uma maquina de Turing nao determi-
nistica que aceita o conjunto COMPOSTO de todas as palavras que

(%]
v
-



sdo a representagdo decimal de um niimero composto. Esta maquina
¢ polinomial, € portanto COMPOSTO pertence a AP. Menos evi-
dente € o fato de que o complemento de COMPOSTO, o conjunto
PRIMO das palavras que representam nimeros primos na notagio
decimal, também pertence a #%. Nio se sabe se PRIMO pertence a

e bl _ 1

2, embora Miller tenha provado que se a hipotese estendida de Riemann
for verdadeira entio PRIMO pertence a #. Nao se sabe, tampouco,
se PRIMO ¢ #/2P-m-completo, mas parece provavel que ndo seja, pois
se fosse entdo AP seria fechado sob complementagio.

PR 28 AV waldll

EXERCICIOS

M) (v p)ev;

(i) (p A 1 p) e f;

(1)) @ A (pp A pg)) e ((p A pp) A pq) (propriedade associativa
de A);

de )
de v);
V) pAg)e (g Ap) (propriedade comutativa de A);
(vi) (p v q) € (g v p) (propriedade comutativa de v);
(vii) (p A (pp v pq)) € ((p A pP) v (p A pq)) (propriedade dis-

tributiva de A sobre v);
(vii) (0 v (pp A pg)) € ((p v pp) A (p v pg)) (propriedade dis-
tributiva de v sobre A);
(ix) 21/(p A g) € (Mp v T19) (lei de DeMorgan);
(x) 71(p v q) e (p A 11g) (lei de DeMorgan);

(xi) p € 21 7p;

wit) e —_—f.
(Au) vE Tij,

(xmi) f e .

w

. Mostre que para toda férmula 4 existem férmulas B e C, logica-

mente equivalentes a A4, respectivamente em forma normal dis-
juntiva e conjuntiva. Note que Be C podem ser féormulas expo-

I e D |

1encialmente mais compridas do que A.

) [

[

»

FYAT PN oV - =

Mostre que FND-SAT e FNC-TAUT pertencem a .
5. Seja =7 a relagdo definida por 4 =% B sse A <? Be B <”*A.
Mostre que =, é uma relagio de equivaléncia.

m

I
-
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£ Mais Facii Verificar a Solugéio do que Encontr

. Seja p(x) um polindmio com coeficientes inteiros, e seja <P®™
a relagdo definida por: 4 <}?™ B sse existir uma fungio f : Z* -+}:* '
computavel em tempo p(n) tal que x € 4 sse f(x) € B. Prove que
<P™ njo é transitiva.

. Prove que existe uma maquina de Turing deterministica que
tendo por entrada uma formula em forma normal conjuntiva da
por saida a féormula abrevnada correspondente em tempo poli-
nomial.

Prove qgue S,

T pertence a NP

uk

9. Como SAT oertence a A% pelo exercicio anterior, 0 Teorema 4

S

P
—

—
w

garante que dada uma formula x existe uma férmula z de compri-
mento polinomial em | x| ¢ em forma normal conjuntiva, tal
que z € satlsfazwel sse x & satisfazivel. Exiba uma tal formula ex-
‘plicitamente. Confronte com o Exercicio 3.

r
Mostre que cada um dos problemas do Teorema 5 esta em AZ.

. Seja k-FNC-SAT o subconjunto de FNC-SAT tal que cada formula
‘de k-FNC-SAT é uma conjungdo de disjungdes de no maximo k

€
e al 4 o ees ~ A7YVIA
1

) k pertence a N2,
lii) Sp k >3 k-FNC-SAT é N P-m-completo.

. Sejam H, = {G|G ¢ um grafo orientado -que tem um circuito

orx-ntado que passa por todos as vértices de G}, € H = {G | G
é um grafo que tem um circuito que passa por todos os vértices de G}.
Prove que:

() H, <h H,;

(i) H, <, H,.
Construa um grafo orientads G com trés vértices iniciais v , v, €V,
et , tal que

(Y TMads ; 1
(i) Laaos q*‘ isquer i vertlces mt

caminhos orientados disjuntos nos vértices, com origens res-
pectivamente nos vértices dados e términos respectivamente
nos vértices finais correspondentes, caminhos tais que em cada

um dos vértices de G passa exatamente um dos i caminhos.
(A unido disjunta dos vértices dos i caminlhos €, portanto,
VG.)

(ii) Para cada i = 1,2 ou 3, ndo existem i caminhos orientados
disjuntos nos vértices, com origens em vértices iniciais e
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términos em vértices finais, e tais que em cada vértice de G
passe exatamente um dos i caminhos, exceto se para cada
um dos i caminhos o seu término for o vértice final correspon-
dente a sua origem. ‘
(Veja as definigoes rece‘sé ias nos Capitulos C.le CVL)
14. Mostre que 3-FNC-SAT < , (vide Exercicios 11 e 12). Note
que isto demonstra, com os Exercnclos 10, 11, e 12, o item (ii1) do

Teorema 5. (Sugestido: Use um grafo orlentad como o construido
no Exercicio 13 para representar cada disjungdo da formula.)

15. Demonstre o Tcorcma 5.

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

~

Aa
GC O quc acve ser

A classe 2 foi primeiro definida em [16] por Cobham. O artigo
de Edmonds [23] contém uma di i de

SRSRAAVAINNO &) WV

considerado um algoritmo eficiente e sugere também nas entrelinhas
a classe 2. Cook provou em [17] os resultados principais deste capitulo,

. . ~ ? .
€ caracterizou pela prima vez a questio # = AP precisamente. Karp

o 2 A
[57] exibiu uma lista de 21 problemas AZ-m-completos, demons-

trando o impacto da questio levantada por Cook. Meyer e Stockm

ar] e ”]ql nrovaram os rrnelro

l‘ A-/ y W VesA C4AAL o }Jll
mferlores superpolmomlals, € mesmo superexponenciais para varios
problemas naturais. O resultado que PRIMO € #? encontra-se em
[96], e [81] contém o algoritmo mais rapido conhemdo para reco-

nhecer PRIMO. O melhor limite superior ¢

halanne A~ im :A-
resultados estabelecendo limites

w

D
; -
r

S (8)1 €
€ exponencial, mas a hipotese estendida de Riemann implicaria que
o algoritmo ¢ polinomial [81].
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CAPITULO I

GRAFOS E SUBGRAFOS

1.  Grafos e grafos simples

Muitas situagoes nodem ser convenientemente descritas através

qnmnmnn 1A mrasmoiot s P 'S

com linhas que ligam alguns pares des tes pontos. Por exemplo, os
pontos poderiam representar pessoas, as linhas ligando pares de ami-
gos; os pontos poderlam representar centros de comumcacoes as

Um gra] G consiste de um conjunio ¥'G de elementos chamados
vértices, um conjunto aG de elementos chamados arestas € uma fungdo

de incidéncia Y G que associa a cada aresta o de G um par ndo ordenado
de vértices (ndo necessariamente distin tos) de G, chamados de extremos

22w LS W L4 Avw weadea wazlesaidalse

~s 2 SRAVS

¢ representado por um ponto e cada aresta por uma lmh li gand
pontos que representam seus extremos. (Subentende-se que nenhuma
linha passa por pontos que representem vértices outros que os extremos

da arecta carreennndente )
A WIWA WU vo}lvll\lvll LW }

Convém ressaltar que duas arestas no diagrama de um grafo
podem se interceptar num ponto que ndo representa um vértice. Os
grafos que t€m um diagrama cujas arestas ndo se interceptam a nio
ser nos extremos sao ditos planares. O grafo da Figura 1 é planar (veja
Exercicio 1), ao passo que o grafo da Figura 2 ndo é planar.

Muitos termos utilizados na teoria dos grafos advém da re

sentagdo em diagramas. Assim, os extremos de uma aresta sdo inci-
dentes a aresta, e vice-versa. Os extremos de uma aresta sdo adjacentes

(mesmo que coincidam); sdo adjacentes também arestas com pelo

P Y K tode VG AdiG ( X
menos um extremo em comum. Para X um subconjunto de V U, AGjU \A )

denota o conjunto dos vértices de G adjacentes a, pelo menos, um dos
e

o nn "0 oawr
OV OLUD VA

(1) — O termo grafo ndo consta, ainda, nos dicionarios da lingua portuguesa. No
entanto, o uso € unanime, € preferivel em nossa opinido, ao uso do termo grafico.
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Grafo Z: VZ = {A,B,C,D,E, F,G,H,1,J, L}
{1, 2 ,8,9,10, 11, 12, 13}

i YZ (o)

{4, B}
IR
I
1B, Cy
{4, C}
{4, D}
{C, D}
{C, D}

W= O OGO N WV H W=

Dt b b p—t

Figura 1 — Um grafo Z e uma representacio, em diagrama, de Z.

liga¢cdo caso contrario. A aresta 2 do grafo Z da Figura 1 é um lago;

Y Y
as demais arestas desse grafo sdo ligagdes.

Um grafo G ¢ finito se VG e aG forem ambos finitos; o termo

“grafo” designara sempre um grafo finito. O tamanho de um grafo G
é o inteiro | VG| + |aG|. O grafo vazio é o grafo de tamanho zero,

sem arestas nem vértices.
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Um grafo G é simples se nio tem lagos nem duas ligagdes distintas
com o mesmo par de extremos. Um grafo completo € um grafo simples
cujos vértices sdo dois a dois adjacentes (veja Figura 2). Um tridngulo

4
a 11rnm Clr
é um grafo completo com exatamente 3 veértices.

Dois grafos G € H sio complementares se forem ambos simpies,
com VG = VH e tais que quaisquer dois vértices distintos sdo qdja-
centes em G se € somente s¢ nio o forem em H.

Um n-cubo (n>1) € um grafo simples cujos vértices sdo n-uplas,
ordenadas, sobre o conjunto {0, 1}, e no qual dois vértices sdo adjacentes

Amn“" o a

A:for
€ntie s€ aiierem €m <xa

do 3-cubo na Figura 3).

cnnrdenada ( ;o109 rlmofn

v Ulue ulllu

S5€ TS

e [\ \/?
\R .
\V X},(

X X
//\/\ )( X

N

X

AN

NN

Figura 3 — Quatro representagdes do cubo (3-cubo).
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Um par ndo ordenado {X, Y} de conjuntos de vértices de um grafo
G € uma biparticdo de G se Xu Y = VG, Xn Y = & e cada aresta

de G tem um extremo em X, o outro em Y. Um grafo G é biparticiondvel
se tiver uma biparticio. (Uma das representagdes do cubo dadas na

=asies AP RAyeN =222 Lo IOV ARAY
~ N\

Figura 3 sugere que o cubo é biparticionavel — veja Exercicio 3.)
Usaremos normalmente a letra G para designar um grafo; assim,
‘quando ndo houver possibilidade de ambigiiidade omitiremos a letra
G e escreveremos por exemplo, V, a, Y e Adj, ao invés de VG, aG, yG
e AdjG, respectivamente.

2. Algumas representacdes de grafos
no computador

ma maneira de representar um grafo G no computador, € que

reflete diretamente a definigdo de grafo, co..mte em representar os
conjuntos VG e aG, e a tabela que define a fungdo de incidéncia Y G.
Para tanto, ¢ conveniente ‘““dar novos nomes’ aos vértices e as arestas;

assim, é comum impor as igualdades®’

VG =
aG

(1,2, ..., | VG|)
{ aG |},

N
C' ) 1.‘

b R ]

A representagiao de VG torna-se entdo trivial: basta ter a cardinalidade
de VG; a representagao de aG fica igualmente simples. A fungdo de
incidéncia Yy G pode nesse caso ser representada pelo vetor de vértices

AAAAAAAA ~

i?‘Cidé’ru’é’S, um vetor com |uU| coordenadas em quf€ a j-csnma

nada é um par (i, v), onde u e v sd0 os extremos da aresta j.
Uma outra estrutura que pode ser usada para representar um

grafoGéo vetor de arestas mczdentes um vetor com | VG | coordenadas

Aneds
AVUIUC~

vetor de vértices incidentes quanto o vetor de
o representagdes razoavelmente ‘“‘concisas’ de um grafo.
em que freqiientemente € necessario obter um extremo
rbitraria e uma aresta incidente a um vértice arbitrari

Nas apllca
de uma ares

5
e
(W)
o
: "
-
(b
r-P OI ml (o)

-
]
-
"~
-
©

(2) — O leitor atento notara que nada ha na defini¢do de grafo que exija que os con-
juntos de vértices e de arestas de um grafo sejam disjuntos. Contudo, se um elemento
¢ usado como uma aresta € como um vértice, deve-se deixar claro, a cada uso, se
se trata do vértice ou da aresta.



pode-se usar o par de vetores de incidéncias, que consiste do vetor de
vértices incidentes € do vetor de arestas incidentes.
Nas aplicagdes em que fregiientemente se torna necessario de-

tarminar ca Adnigc vAart:
rimiinar S€ Gois verud

langar mio da matriz de adjacéncias, uma matriz quadrada com | VG |
linhas e | VG| colunas, onde o elemento correspondente a i-¢sima
linha e j-¢ésima coluna ¢ igual ao nimero de arestas cujos extremos
sdo os vértices i e j. Convém ressaltar que esta matriz a rigor nao re-
presenta um grafo, pois ‘“‘ignora os nomes das arestas’.

Outra representagdo de um grafo |G [é a|matriz de incidéncias,
uma matriz com | VG | linhas e |aG | colunas, em que o elemento da
i-esima linha e j-ésima coluna é o numero de vezes (0, 1 ou 2) que a
aresta j incide no vértice .

""\I"‘r’\" t Va Yl Df\t\ raYhl ﬂﬁf\ I“Iﬂf\ﬁﬂfﬂﬂ “l\flﬂ oo
1ulualivd s>av uvu iiav aujabblltbo, pulc-5C

U’)
fob]

w
)
O
O

Dois grafos G e H sdo iguais se VG = VH,aG = aH e yG = Y H.

Se dois grafos sdo iguais entdo podem certamente ser representados
pelo mesmo dia grama Por outro lado, grafos distintos podem, as
nnnnnn e ermamseno e amm acann o~ A e ama am o o 2w mama oo
VOZUD, dCI 1CPICHCll dUUb pClU oSNV Jdlagl dlll'd, a meEnos UUb I1OIIICD

dos vértices e arestas. Por exemplo, o grafo Y, ilustrado na Figura 4,
¢ distinto do grafo Z ilustrado na Figura 1 no entanto, ambos sdo
representados pelo mesmo diagrama. Dizemos entdo que Y e Z sdo

‘‘‘‘‘‘‘‘‘ ~ £ a__ PR SR Y Y [

isomorfos. De fato, é possivel “dar novos nomes aos vértices e as
arestas de Y, de forma a torna-lo igual a Z”.

Formalmente, um grafo G ¢é isomorfo a outro H se existirem bijegdes
f: VG > VH e ¢: aG — aH tais que para cada aresta x de G, seu e v

sdo os extremos de « em G, entdo f(u) € f(v) sdo os extremos de ¢ (x)
em H®): o par (f, ¢) é entdio um isomorfismo de G em H. Convém

~222 ) ‘ ' - LA £ 2 ~aax 22 V22

ressaltar que se G € isomorfo a H entdo H ¢ isomorfo a G: portanto
pode-se simplesmente dizer que G ¢ H sdo isomorfos (veja Exercicios

10 e 22).
Note que se G e H sdo grafos simples, entdo G ¢ H sio isomorfos

Trww

se e somente se existe uma bije¢do f de ¥G em VH tal que, para quais-

auer vértices u e v de F 17 6 v eadn adiacentec fem () ce e comente ce
‘l“ W ‘v I V MNJAAAW l‘vv I

AR S “® vy oGuv aujlavvii Ow

f(u) e f(v) sao adjacentes (em H) (veja Exercicio 16).

1

(3) Assim, fYG ()] = Yy H[ ().
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N - QGrafo Y:

/
N
AN
A
~

~d

N,
S~
—

-~

Iy,
-

2
©
—

;l
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P—
N =N O B W ND

—_—O N0 00 NN W D WA
SARwmoAanSmNTQ

ZRNSSDATMADA

—
N OO W N W

Figura 4 — Um grafo Y isomorfo ao grafo Z da figura 1, e um isomorfismo (f, $)de Yem Z.

Um grafo G é autocomplementar se for simples e isomorfo a outro
H, com G e H complementare

«f222 2225235

Um automorfismo de G é um isomorfismo de G em G. Um
G ¢ transitivo nos vértices se para quaisquer vértices u e v exist

b | bty Gad
automorfismo (f, ¢) de G tal que f () = v. Analogamente, G é tran-

Sitivo nas arestas se para quaisquer aresta s o € B existe um automor-
fismo (f, ¢) de G tal que ¢(a) = B.

""»
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4. Cardinalidade e inclusdo. Subgrafos

Dado um conjunto C de conjuntos, dizemos que um conjunto

m em C & mdximo em C se nenhum conjunto em C tem cardinalidade

maior do que a de m; analogamente, um conjunto m’ de C € minimo
em C se nenhum conjunto em C tem cardinalidade menor do que a
de m’.

EXEMPLO 1. Dado um grafo G, um emparelhamento em G € um

PR t da b: p 3 1¢ .
conjunto ¢ de ligagdes de G duas a duas ndo adjacentes.

Considere o grafo da Figura 5, seja C o conjunto dos emparelhamentos

nesse grafo. Entio nem o emparelhamento {2} nem o emparelhamento

{2, 5} sio maximos em C; os emparelhamentos {1, 3, 5} e {1, 3, 6!,
o~ L

por exemplo, sio ambos maximos em C. O emparelthamento vazig €
o unico minimo em C.

ID E F G

o

/ / /
1 2/ 3 4/ 5 6/
/ /
A B C

Figumls — O grafo dos Exemplos 1 € 2.

Dado um conjunto C de conjuntos, dizemos que um conjunto
m em C é maximal em C se nenhum conjunto em C inclui propriamente
m; analogamente, um conjunto m’ em C é minimal se nenhum conjunto
em C é um subconjunto proprio de m'.

~ Swaia

nem o emparelhamento {2} nem o emparelhamento
{2, 4} sio maximais em C; os emparelhamentos {2, 5} e {2, 4, 6} sdo
ambos maximais em C. O emparelhamento vazio ¢ o inico minimal
em C.
Pode-se demonstrar que todo conjunto finito € nao vazio de
conjuntos ﬁmtos tem elementos maximos € minimos, € que todo ele-
mento maximo ¢ maximal, todo elemento minimo ¢ minimal (vide
Exercicio 27).
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Um grafo H ¢ um subgrafo de outro G (H < G) se VG inclui VH,
aG inclui aH e, para toda aresta de H, seus extremos em H sio também

subgrafo de G, mas distinto de G. O grafo da Figura 6 é um subgrafo

4 * 1
proprio do grafo Z da Figura 1.

B 2 Eo 73
/
1/ / 13/
/
o —0
A c L 11 I
Figura 6 — Um subgrafo préprio do grafo Z da Figura 1.

Dado um conjunto C de grafos, um grafo G é mdximo em C se
nenhum outro grafo em C tem tamanho maior do que o de G; um
grafo H é maximal em C se H nio é subgrafo proprio de nenhum. grafo
em C. Analogamente se definem grafos minimos e minimais.

Para X um subconjunto de V, o subgrafo de G gerado por X, G X],
€ o subgrafo H de G tal que VH = X e aH ¢ o conjunto das drestas
de G que t€m ambos os extremos em X (vide Exercicio 29). Para X um

subconjunto de ¥, v um vértice de V, G-X abrevia G [\X] e G-v abrevia

G-{v}.
e A Y oL

G se H € um subgrafo de G tal que G =
= G[VH]. Grafo H & um subgrafo gerador de G se H gera G. Assim,

4

um grafo H gera G se e somente se H é um subgrafode Gcom VH = VG
(vide Exercicio 30).

V)
o)
g ::
%
-~
(@]
&=
o
-
o]
)
(7]

G que tem a\x como conjunto de arestas; em particular, para « uma
aresta em aG, G-o abrevia G-{a} (vide Exercicios 31 e 32).

D. Graus

O grau gG (v) de um vértice v em G é o numero de arestas inci-
dentes a v, cada lago sendo contado duas vezes. Em todo grafo, a soma
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dos graus de seus vértices € igual ao dobro do nuimero de arestas (Exer-

cicio 33).
Seja G um grafo com n vértices 1,2, ...,n; a seqii€ncia (g(1),
g( ) ..., g(n)) & a seqiiéncia de graus de G. Uma seq {iéncia de naturais

é grdfica se for a seqiiéncia de graus de algum grafo simples. Convém
ressaltar que existem grafos ndo isomorfos com a mesma seqii€éncia
de graus (vide Exercicio 34).

Um grafo é regular se todos os seus vertices tém o mesmo gra
aso haja necessidade de se explicitar o grau, k, comum a todos

U)u

O

w

o hat . Alenn e antd
vértices, diremos. entdo que o grafo € k-regular.

0. Passeios

o=
ot
o
(4]
wn
(¢]
‘9
o]
o -
7]
[
V] n-
Wn o

vl y e
Dlzemos que P éum passelo dev,a
e o término de P, reqnectlvamente

5 = w2y Livail

internos de P; VP e aP denotam os conj Ntos {Vy: - Vpy € {05 -0 %}
respectivamente; o passcio as ; € por v, (¢;€aP e v;€ VP).
Admite-se o caso em que n = 0, no qual P ¢é entdo dito degenerado
O comprimento de P é o inteiro n. O passeio (v,, &,, v no1s , 04, Vo)
é o reverso R(P) de P. Uma secao de P é um passeio que € uma subse-
qiiéncia de termos consecutivos de P. Se as arestas a,, ..., ®, de P
forem duas a duas distintas entdo P é uma trilha. Se os vertices vy, ..., ¥,
forem dois a dois distintos entio P é um caminho. Se a origem € O
término de P coincidirem e P ndo for degenerado entdo P € fechado.
Se P for uma trilha fechada e se v, ..., v, forem dois a dois distintos

entio P € um circuito.

; 0s vértices v, € v, s30 a origem

vértices v, ..., V,_, $80 vértices
1 1 !N

m<

)
=]
>}
W
N
3
o
-

-

Sejam P e Q passeios (v, @, , v1 s eeey O, V)€ (uo; Bty s oo Bs )
em G, respectlvamente tais que v, .0 passelo (vo, 19 vl s cees Oy

Vs By tys -oes Bms Um) ¢ o produto Q de P e Q nesta ordem.

EXEMPLO 3. No grafo Z da Figura 1, P= (4,1, B, 3,C,4, A

5.D,5,A4,1, B,2, B) ¢ um passeio de 4 a B de com-
prl“‘ento 7. A & sua origem, B é seu término, B, C, 4, D sdo internos
em P, VP = {4, B,C, D}, aP = {1,2,3,4, 5}; P ndo é uma trilha,

nem um caminho, nem um passeio fechado Por outro lado, Q =
= (B,2,B,3,C,4, A) ¢ uma trilha nio fechada, mas ndo € um ca-

\-7—777
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minho. A segdo (4,1, B,3,C) de P é um caminho. A secdo (4,1,
B,3,C,4, A) dePeummrcmto ao passo que a trilha fechada (4, 1, B,
2, B, _ ndo € um circuito.

> W ¢
: 0
>
N
e’

distdncia de um vértice u a outro v em G é o minimo
primentos dos passeios de u a v em G. (Se ndo existir nenhum passeio
de u a v entdo dizemos que a distincia de u a v é infinita. ) O didmetro
de G € o maximo das distincias entre vértices de G. A cintura de G é o
comprimento do menor circuito em G. (Se ndo houver nenhum cir-
cuito entdo dizemos que a cintura é infinita.)

Veér ti“e v de G se existe um passeio de u
a vem G, a relagio de ligagdo é certamente de equivaléncia.

3&.

TEOREMA 1. Seja u um vértice em G. Defma a seqiiéncia So, S,
Sy, ... de subconjuntos de V indutivamente da segumte

maneira, onde S ; denota

U l

Adj (S,- \S<i_, s k > 0,

n
V.

| {u} se k

(i) para todo k, S, é o conjunto dos vértices de G cuja distdnciaa u é k ;
(1) existe um inteiro € tal que £ < | V |, Sy, S, ..., S,_, sdo todos
ndo vazios e S,, S¢4 45 ... 840 todos vazios.

Provaremos, por indugio em k, que D, = S,. Evidentemente, a
igualdade vale para k = 0, uma vez que D sdo ambos iguais a

RAAAIWVNI eu“l\’
{u} Suponha pois que k > 0. Admi 1ipotese de indugio,

que D, = S, para cada r < k — 1.

Para provar que S, = D,, seja v um vértice em S,. Por definigio
de S, , v pertence a Adj (S, _ NS« -, - Por hipétese de indugdo, v per-
tence a Adj(D,_ \Dg,_,.

Como v pertence a A4dj (D, _,), entdo
D, _, e uma aresta, a, com extremos v ¢ w. Como W pertence a l),,.1 ,
entdo existe um passeio, P, de comprimento k — 1, de u a w. Ora, o
produto P (w, a, v) é um passeio de comprimento k, de ua v ; portanto,

v pertence a Dg,. Mas v pertence também a \D_ k-, - Logo, v per-

i-l’ -
i

(@]

<

=)

(o}

:‘

) ®
e
[To%)
[7,]
-
o



tence a D, \D,_,. Ou seja, v pertence a D,. Como esta conclusdo
vale para todo vértice v em S,, entdo S, < D,.
Para provar que D, < S,, seja v um vértice em D,. Entdo existe
um passelo P= (ug,o,,uy,...% 4)deuay,e de comprimento k
Como k > 0, entdo, (uy, %,, Uy, -0y F—y>5 U,_,) € uma secio de P
de comprimento k—1, de u a u,‘_l Logo, u,_, pertence a Do, _,.
Seja r < k tal que u,_, pertence a D,_,. Pela hipotese de indugio,
U, pertence as,_ 1 Como «, tem extremos ¥, _, € v, entdo v pertence
a Aaj (S,-,)- Por definigdo, v pertence entdo a S, (pois ou v pertence
S<,_, ou v pertence a S. = Adj (S, ,)\S<,_,) Seja s<r<k tal
que v pertence a S;. Pela hipotese de indi cé o,s=k, pois se s <k
entdo v pertence a Ds, contradi¢do, pois v pertence a D,. Ou seja, o

vértice v, de D,, pertence a S,. Como esta conclusio vale para todo

[ 4
+
értice v em D,, entdo D, € §,.

<

/2

De fato, D, = S, para todo k. A demonstra acdo de (i) esta com-

Demonstracao de (ii) — Como todo passeio de comprimento mi-
nimo entre dois vértices é um caminho (veja Exercicio 44), entdo
nenhum vértice dista | V| de u (pois se um passeio tem comprimento

| V| entdo passa pelo menos duas vezes por algum vertlce) De (i),
S! v = @ beja { o menor inteiro tal que o, = }0 Entdo ¢ < |V‘
S,,S,, .- S, -, sio todos ndo vazios. Ademais, como Adj (D) = O,

segue de um argumento indutivo que S,, S, ,,, ... $30 todos vazios.

A demonstragdo de (i) completa a demonstragao do teorema. B
Baseados no teorema, descreveremos o algoritmo distdncia

Flgula 7), que determina o vetor de distdncias de u, um vetor com |

—_—

— <
= .
(¥
o

coordenadas onde a i-ésima coordenada é igual a distincia de u ao
vértice i. O algoritmo pressupde que G € dado pela quadrupla (m, n,
arestas, vértices), onde m = |VG| n=|aG|, arestas € o vetor de

e
(¢
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)
)
n
o

2
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o=
O
lan
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<
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=4
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(o
[¢']
=
-
[q']
N

0] pnmelro passo- do algoritmo ¢ a inicializagdo do vetor s de
distancias de u € da fila S. O vetor s € inicializado fazendo cada uma de

’

suas coordenadas igual a oo, exceto a u-ésima, que € igual a zero. A
fila S é inicialmente unitaria, e consiste do vértice u.
Durante o processo, a fila S con51ste dos vértices cujos adjacentes

precisam ser examinados. Ademais, se S = (v, ..., v,), entdo para
algum r, com 0 < r < p, todos os vértices v, , ..., ¥, tém a mesma dis-
tancia de u, digamos k — 1; todos os VETtiCES V, ;15 - V) distam k de u;

cada vértice que dista nio mais do que kK — 1 de u ou pertence a
{v > ..., v,} ou seus adjacentes ja foram todos examinados.
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O marcador * € utilizado nas coordenadas de arestas a fim de
examinar os conjuntos que representam, deixando o vetor arestas
intacto ao fim do processo.

Deixamos ao leitor verificar que existem constantes b, ¢ e d tais
que distdncia executa no maximo bm + cn + d operagdes. Dizemos

entdo que distdncia € um algoritmo linear (no tamanho do grafo).

procedimento distincia (m, n, arestas, vértices, u):
{s € um vetor com n coordenadas que ao fim do processo sera o

vetor de distancias de u}
inicio
I« 1;
enquanto i<nfaga s[i], i « o0, i+ 1;
su], S <0, {u);

enquanto S # ( ) faga

w, S « car(S), cdr(S);
arestas[w], k « arestas[w] # *, s[w] + 1;
enquanto car (arestas[w]) # * faca
inicio
o «— car (arestaslwl);

PPN PPy R |

aresias |w) <« Lur (uft’b A[Wj) # o 4N

x1, x2 « vértices|a] [1], vértices [oc] [2];

se x]1 = w entdo z «— x2 sendo z « xI;
se s[z] = oo entdo s[z], Sk, S # z
L2 .
1im ;
arestas [w] « cdr (arestas|w]) {remove x}
fim;
devolva s

fim
Figurg 7 — Algoritmo distdncia.

/. Componentes, conexdo e cortes

Conforme foi visto na segdo anterior, a relacio de ligagdo é de
equwalénma portanto, a re 1 acdo de ligagio induz uma partigio p
de V tal que dois vértices s 1 _do se e somente se pertencem ao

P YE vwiivwiil QYU

mesmo elemento de p. O conj
definido como sendo igual a {
componente de G.

componentes de G, ¢G, é entdo
X ep}. Cada grafo em ¢G é um



Grafos e Subgrafo
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Um grafo é conexo se quaisquer dois de seus vértices sao ligados.
Evidentemente, cada componente de um grafo € conexo. (O grafo Z
da Figura 1 ndo é conexo; a Figura 8 mostra os quatro componentes
do grafo Z.)

M\
2
B
F ° H
y ¢ < Vi
// AN \ /
) 4 AN c 12\ / 10
6
S 7
N / J
N\~ G -
- G :
oF
13 9
/ \ H,
/ \\
/ N\
L 1 1
Hj

Figura 8 — O grafo Zda Figura 1 e seus quatro componentes H,, H,, H; e H,.

Um subconjunto S de V separa os vértices u € v se um dos vértices
u e v pertence a S, o outro a ¥\S. A cada subconjunto S de V podemos
associar o conjun
chamado o

A
as arestas cui extremos S cppara esse Ccor _}lm to

W

1to das arestas cu 10
rte associado a S e é denotado por 4G (S); assim, 0G
trem o

co
A ~ vt n o n‘ A
o conjunto das arestas de G que tém ur

1 At Ak1
\S. Convém ressaltar que 6 (S) = d( ed(@=F=0V)U
subconjunto d de aG é um corte em G se for o corte associado a algum

a~ o~

(D

3-3

subconiunto de V. Uma aresta o é de corte se {a} € um corte. Um corte
d separa .0s vértices u e v se for o corte associado a algum subconjunto
de V que separa u e v.

Um subgrafo H de G é isolado em G se toda aresta de G com pelo
menos um extremo em VH é uma aresta de H; assim, H € isolado se €
somente se H = G[VH] ¢ 6G(VH) = .
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EXEMPLO 4. No grafo Z da Figura 8,

(1) o conjunto S = {4, C, D, J} separa B e D, separa J e E, mas nio
separa-nem A ¢ J, nem E e I.
(if) o corte 6Z(S) associado ao conjunto S = {B, C, F} é o conjunto
{1,4,6,7,8,12}.
(1) o conjunto { 3,4,5,9, 11} é um corte (associado, por exemplo, a0
conjunto {4, B, F, H,J, I}); nem o conjunto {8, 10, 12} nem o
conjunto {1, 4, 6} sdo cortes.

nao ha arestas de corte.

Y
) O corte vazio sen 7
’ A4

corte vazio separa os vértices D e J, mas ndo separa os vértices
Be D.

(vi) o subgrafo H, de Z é isolado; também é isolado o subgrafo de Z
que tem dois componentes H eH,;o subgrafo Z[A, B, C] ndo
¢ ado* os subgrafos X de Z tais que

1,2,3,4,5,6,7}.

Sao 18

O, CO is
VX ={A,B,C,D} e aX #

TEOREMA 2. Um grafo H é um componente de G se e somente se H
é um subgrafo ndo vazio, isolado e conexo, de G.

Demonstragdo. Afirmar que H ¢ um componente de G equivale a
afirmar que

(1) VH é ndo vazio,
e
(n) H
e
(i) para qualquer vértice v em VH,; VH é o conjunto dos vértices
ligados a v em G.

[VH
L

v KA,

Il

q

Pelo Lema 1, abaixo, a validade de (iii’) implica na validade de
(ii). Pelos Lemas 1 e 2, abaixo, a validade de (iii) implica na validade de
(iii"). Logo (iii) e (iii’) s3o equivalentes.

Portanto, H ¢ um componente de G se e somente se VH é nio
vazio, H = G[VH], 6G(VH) = & e G[VH] é conexo. De fato, H &
um componente de G se e somente se H é um subgrafo nio vazio, iso-
lado e conexo, de G.



LEMA 1. Sejam u e v vértices de G, S um subconjunto de V que separa
uev, P = (vy,a,,v,, ..., &, v,) um passeio de u a v. Entdo

aP -encontra® §8S.
Demonstragdo. Ajuste a notagdao, permutan
de forma que u pertenca a Seva W\S. Como v,
entdo v, € S: seja k o maior inteiro tal que 0 < k < ne v, €S. Como
v, = v, entdo v, pertence a V\S e portanto k <n:ouseja, veSe

_TAO Y Cotn ~D nemnmsmten SC =m

Vi+1 EV\O. LOBO O 4, €6S. De fato, aP encontra 0S. &

LEMA 2. Seja u um vértice de G, S o conjunto d
Entao 6S é vazio.

N

o :

Sejaw o tremo de o em S v seu extremo em }"
-3

| 4
ntdo u e wsao ligados; como w e v sdo adjacentes,

u e v sdo ligados e portanto v € S, contradi¢do. De fato, S €
vazio. A demonstragido do Lema 2 completa a demonstragdo do Teo-

rema 2. @8

COROLARIO 1 (dos Lemas 1 e 2). Dois vértices sdo ligados se e
somente se o corte vazio ndo

os separa.

Q
(%)
EL
(2]
:i
tr'
S
-

yjunio prop
vazio.
TEOREMA 3. Seja a uma aresta de um grafo G. Entdo | ¢G | <
<|clG—a)| <|cG|+ 1. Ademais, as seguintes
afirmagoes sac utvalentes

(i) |c(G—a)l- |G| + 1,

(1) os extremos de a ndo sdo ligados em G — «a,

(1) a aresta a é de corte,

(iv) nenhum circuito passa pela aresta o.

Demonstragdo. A equivaléncia das afirmagdes (ii), (iii) e (iv) fica a
cargo do leitor (vide Exercicios 46 e 70). Para de-

(4) Dizemos que A encontra B se A e B nio forem disjuntos.
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monstrar a desigualdade constante da asscrcﬁo, bem como a equiva-
léncia das afirmagdes (i) € (ii), sejam u € v 0s extremos de a, G’ o grafo
G — «. Para cada vértice x em V, sejam G, e G, as componentes de G
e de G, respectivamente, que tém x como vertice. Denotaremos por
¢,G € ¢,G' os conjuntos dos componentes de G e de G', respectiva-
mente que ndo t€m nem ¥ nem v como Vvértices.
Valem entdo as seguintes igualdades:

|G| = | ¢, G| + |{G,, G,} | (D

(¢

1¢G'| = |e,G' | + | {G., G} | @)

Como u e v, os extremos de «, sdo ligados em G, entdo G, = G,.
Portanto,

1{G,,G,} | = 1. 3)
Analogamente
O b]
.y 1 se u € v sdo ligados em G,
1{G., G} | = . @)
2 caso contrario.
De (1), (2), (3) e (4), pela Proposigdo 1, abaixo, seguem a desi-
gualdade constante da asser¢do e a equivaiéncia das afirmagdes (i)

e (i1).
PROPOSICAO 1. ¢,G = ¢,G'.

e '/\\{u, "1 C on lf\ u o l! SéG

Vy.
os extremos de «, entao 0G(S) = 6G'(S) ¢ G[S] =
G'[S]. Portanto, G[S] ¢ um subgrafo nio vazio, conexo e isolado
somente se G'[S] é um subgrafo nao vazio, conexo e iso-

€
4 F=3 Otvrnatrvan )7 £ 1 WU A 2mreea nevsan e man P T e T ey
ado em G'. Pelo Teorema 2, G[S] é um componente de G se € somen-

te se G'[S] € um componente de G’ Como esta conclusdo vale para
todo "subconjunto S de W\{u, v}, entdo, de fato, c,G = ¢,G". A de-

monstragao da proposigao complet a demonstragdo do teorema. @ m

EXERCICIOS

1. D€ uma representagdo para o grafo Z da Figura 1 tal que as arestas
ndo se interceptam a ndo ser nos extremos. Portanto, Z é um grafo
planar.
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Quantos grafos H existem tais que
VH = {1,2,3,4,5} ¢ aH={A,B,C,D,E}?

uantos afos simples H existem com os citados conjuntos de

ye)

Mostre que todo k-cubo tem 2* vértices, k2“~ ! arestas € é biparti-
cionavel.

Mostre que se G ¢é simples, H é completo e ambos tém exata-

mente n vertices, entao

Dé um exemplo de um grafo simples ndo biparticionével que ndo
seja um tridngulo, e de tamanho o menor possivel.

Mostre que o nimero de mulheres € igual ao de homens em to
aQ

1
da
ada
festa em que cada pessoa ¢ amiga de precisamente k outras do

sexo oposto presentes a festa (k > 1). Sugestdo: obténha o nimero
de pares de amigos em fungdo de k e do numereo de mulheres, em
funcdo de k e do numero de homens, representando a situagio

i~ o P B R V=Y N em1 e N “ ’e Y

(T eorema da amuaae) Mostre que, s€ numa iesta com pe O menos
duas pessoas quaisquer duas pessoas tém exatamente um amigo
comum presente a festa, entdo existe uma pessoa na festa que €

TJ

te o grafo Z da

ura 1 através de (1) uma matriz de

s AA L iac .\..,I -

adjacenc1as (i1) um par de vetores de incidéncias, dando novo
nomes aos vértices € as arestas, se necessario. Escreva algorltmos,

tdo eficientes quanto possivel que obtém a matriz de adjacéncias
e o vetor de vértices incidentes, respectivamente, dado o vetor

vV wesnsa ~a il

de arestas incidentes, 0 numero de vértices € o numero de arestas

de um grafo.

72}

Obtenha f e ¢ tais que (f, @) seja um isomorfismo de Z (Figura 1)
em Y (Figura 4). Quantos isomorfismos de Z em Y existem?

smos tem um orafo combpleto?

A2 9 9 5t WA pAV SRS

Se dois grafos sdo isomorfos entio ambos tém o mesmo nimero
de vértices e 0 mesmo numero de arestas. Mostre, através de um

exemplo, que a reciproca € falsa.

Mostre que os quatro grafos indicados na Figura 3 sdo isomorfos.
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Escreva um algoritmo para determinar se dois grafos dados sao
ou nio isomorfos. Quio eficiente é seu algoritmo? (confronte
com Exercicio 81)

Verifigue que, a menos d

ples com quatro vértices. Quantos grafos existem, a menos de
isomorfismo, com quatro vértices?

Verlﬁque que, a menos de isomorfismo, existem 34 grafos simples
com cinco vértices.

. Escreva um algoritmo que obtém a lista de grafos com n vértices
nao isornorf os, dado n. Qudo eficiente é seu algoritmo?

Mostre que, restrito a grafos simples, o conceito de isomorfismo
pode ser encarado como uma bijegdo (entre os conjuntos de ver-
tices) que preserva adjacéncia.

Obtenha um grafo autocomplementar com quatro vértices. D€
dois grafos autocomplementares, ndo isomorfos € com cinco vér-
tices cada um. Mostre que ndo existem grafos autocomplemen-

tares com trés vértices.

Mostre que para todo natural n tal que n = 0 ou 1 (mod 4), existem
grafos autocomplementares com n vértices.

Mostre que existem, a menos de isomorfismo, 8 grafos simples
regulares com 6 vértices.

.- Dados isomorfismos (f, @) € (f', ') de G em H e de H em K, res-

pectivamente, a composigio destes isomorfismos € o par (f'f, ¢'¢):
mostre que este € um isomorfismo de G em K.

Verifique que o conjunto de automorfismos de um grafo ¢ um
grupo com relagdo a operagdo de composigéo.
Obtenha um grafo simples com seis vértices que tenha exatamente

um automorfismo. Mostre que todo gfﬂ"n simples com mais de

um e menos de seis vértices tem mais de um automorfismo.

Que pode ser dito a respeito dos conjuntos de automorfismos de
dois grafos complementares?
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. Dé um grafo simples que seja transitivo nos vértices mas nao nas

arestas e outro que seja transitivo nas arestas mas nAo nos vertices.

Seja C um conjunto finito ¢ ndo vazio de conjuntos finitos. Mostre
que C tem elementos maximos e minimos. Mostre que todo ele-
mento maximo (minimo) é maximal (minimal).

Demonstre as seguintes afirmagoes: _

(a) todo conjunto ndo vazio de conjuntos finitos tem um elemento
minimo e todo elemento minimo ¢ minimal.

(b) todo conjunto finito e ndo vazio de conjuntos tem um ele-

1 no.

(c) todo conjunto finito € ndo vazio de conjuntos tem elementos
maximais € minimais.

(d) conjuntos infinitos de conjuntos podem no ter nem elementos

minimais nem elementos maximais.

. Mostre que H = G[X] se ¢ somente se H ¢ maximal no conjunto

dos subgrafos de G cujos vértices pertencem a X.

. Mostre que H gera G se ¢ somente se H ¢ um subgrafo de G tal

que VH = VG.
Dé um grafo G e um subconjunto x de a tais que Gla\x] e G—x
sejam distintos.

Mostre que H = G[x] se e somente se H € um subgrafo minimal
no conjunto dos subgrafos de G que tém todas as arestas de x.

Mostre que para qualquer grafo G,
- ] < VRN
2lal = ), g).

veV
Conclua entio que o numero de vértices de grau impar é par, em

eja a seqiiéncia de graus de (pelo menos)

'
¢
!’..'
=
)
Y tn
o
2
.
-
o
)
o
=
o
7

. Obtenha um grafo simples e biparticionével que nao seja isomorfo

a nenhum subgrafo de nenhum k-cubo.

A

Mostre que todo grafo é o subgrafo gerado por algum subconjunto
do conjunto de vértices de algum grafo regular.

. Mostre que em toda cidade (com pelo menos dois habitantes)

residem duas pessoas com o mesmo numero de amigos habitantes
na cidade. Formule a asser¢io em termos de grafos simples.
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40.
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50.

Parte C — Teoria dos Grafos

Mostre que para todo n > 3 existe um grafo simples 3-regular com
2n vértices que nido tem tridngulos como subgrafos.

Mostre que uma seqiiéncia (g (1), ..., g (n)) de naturais é a seqiiéncia

to s g (i) for par
ai0 8¢ € sOmenic s g\i) 10T par.

1<i<n

de oraus de Q]n"rr\

o

Seja g = (g(1), ..., g(n)) uma seqiiéncia ndo vazia de naturais
tais que g(1) > g(2) > ... > g(n). Mostre que g é gréﬁca se €
somentesen > g(l)e(g(2Q)—1, ..., g(i+ 1) -1, o(z+2\ g(n))
¢ gréfica, onde i/ denota g(i). C
descreva um algoritmo que dete ur
ou ndo grafica, e, em caso aﬁrmatlvo obté rafo (31mp1es)

com a seqiiéncia de graus dada.

vaavals =GN

. Mostre que existe um grafo simples k-regular com »n vértices se e

somente se k < n e kn é par.

Mostre que todo grafo G sem lagos tem um subgrafo gerador
biparticionavel H tal que gH(v) > gG(v)/2 para cada vértice v de G.

. D€ um exemplo de, ou mostre que nio existe:

(i) um passeio que ndo seja uma trilha,
(1_) uma trilha que nao seia um cami ;hO

~~aa28 Siziaa ABU OV Q. i vulllll

(1) um caminho que ndo seja uma trilha,
(iv) um passeio fechado que nio seja um circuito,
(v) dois caminhos cujo produto ndo seja um caminho.

Mostre que um passelo de comprlmento minimo de v a vem G

. Mostre que existe um passeio de # a v em G se e somente se existe

um caminho de ¥ a v em G.

. Mostre que existe um circuito em G que passa por a se € somente
ca ng avitramne Ao ~ 03~ ligadAs fems £ A
SV US CAULILIUS UL & dau 11galid il u-«.
Mostre que o passeio fechado € ndo degenerado P = (v, oy,
Vis «ess Oy V) (m# 2) € um circuito se e somente se v, , ..., v, forem
dois a dois distintos. (Confronte com o Exercicio VI.3.)

Mostre que a operagdo de produto de passeios é associativa.

Mostre que a relagdo de ligagdo é de equivaléncia.
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Seja yG o minimo dos graus dos vértices de um grafo G néo vazio.

Mostre que se G for simples entdo G tem um caminho de compri-
mento yG. Para cada n, ache um grafo simples G tal que n = yG
e G ndo tem caminhos de comprimento n + 1.

mantne A 1 ant

Prove que s€ }’U (Vl(.lc exercicio dlllCliUl} € maior do quc 1 entdo
G tem um circuito. Prove também que se G for simples € yG > 1
entio G tem um circuito cujo comprimento é maior do que yG.

Sejam u, v e w trés vértices num grafo G e sejam C e D caminhos de
comprimento minimo de v a v e de u a w, respectivamente. Mostre
que se x € y sio ambos vértices de V'C e de VD entdo x plt":u:uc y
em C se e somente se x precede y em D. (Um vértice z’ precede
outro z'’ num caminho A4 se existem segoes A', A" A”’ tais que
A= AA"A", 2 é o término de 4’ e z’ 0 término de A")
Mostre que se modificarmos a
do Teorema 1 para

Sy = Adj (S, - 1)\Sk—2\Sk—1
e adicionarmos a igualdade S_, = ¢, entdo o teorema continua
valido.

"#

Escreva um algoritmo linear que, dados G, vertlces uew ae Ge
..... A, A m /JAA ” Aat 1

-E
J
y]
3
-

Dé um algoritmo que deter
O (n(n+ m)), onde n=|VG

Mostre que cada elemento a!¥) da k-ésima poténcia A* da matriz
de adjacéncias 4 € o numero de passeios de i e j de comprimento k.
Baseando-se nesta propriedade, escreva um algoritmo que de-

‘ A a nnmﬂ‘a

PN & T
/ertice. Yiuai € a compic-

<
O~

termina os vetores de distancias de cada
xidade do seu algoritmo?

Um passeio é par (impar) se seu comprimento € par (impar). Da
mesma forma como distancia, didmetro e cintura foram definidos
com relacio a passeios, podemos também definir distancias, dia-

VUL 1 WaGQYQRY & pPARSOVITVS, PRSI RERSAIRIRESS 1111

metros € cinturas pares € impares. Por exemplo, a distancia par
de u a v é 0 minimo dos comprimentos dos passeios pares de v a v.
Dé exemplos de passeios pares (impares) de u a v, de comprimento
igual a distdncia par (impar) de ¥ a v mas que ndo sejam trilhas.
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Parte C — Teoria dos Grafos

Defina uma seqiiéncia (Py, 1), (P, 1,), ... de pares ordenados
de subconjuntos de V de forma que para cada k, P, (I,) é o conjunto
dos vértices cuja distincia par (impar) de u é 2k (2k + 1). Escreva
um algoritmo linear que determina os vetores das distincias pares

Prove que existe um passeio impar fechado em G se e somente se

existe um circuito impar em G. Mostre, através de um exemplo :

que a afirmagdo fica falsa se SUbStltUlrmOS ‘impar” por ‘“par”,

mesmo se substituirmos “‘passeio” por “trilha”. Dé um algoritmo
fo.

pGui‘iOi“uial quc determina a cintura 1mpar de um graio

Dado um conjunto ¢ de arestas de um grafo G, um passeio P = (v,

Ay Vis «ees &, V) € alternado (com relagdo a t) se, para cada
il<i<n l) uma das arestas a; € «;,, pertence a ¢, a outra a
aG\t. Podemos entdo definir disténcia alternada da maneira na-

tural. Escreva um algoritmo linear que determina o vetor de dis-
tancias alternadas de um vértice u dado.

Faga uma pequena modificagdo no algoritmo distincia de forma
a obter também o conjunto dos vértices do componente que tem u
como um de seus vértices. D& um algoritmo linear para a deter-
minagdo da particdo de V induzida pela relagdo de ligagio.
Mostre que para quaisquer subconjuntos X e Y de V, § X®Y) =

= 0(X) @ d(Y) onde @ denota a operagio de diferenga simétrica,
ouseja, A@B= AU B\A4n B.

. Mostre que todo orte € a unido de uma colegdo disjunta de cortes

. Mostre que se G ¢ conexo, entdo & (S) é um corte nio vazio minimal

se ¢ somente se G[S] e G[V\S] sdo ambos subgrafos proprios e

VJ

INTS aoumSUDLUH_]unlOGC V,P = (v Oy 5 Vys -ery &, V,) UM passeio.

Mostre que |{i | «; € 6(S)} | € impar se e somente se S separa v, €V,

. Mostre que um conjunto d de arestas é um corte se e somente se

A

|d~aC | é par, para todo circuito C. Dé um algoritmo linear que
determina se um conjunto dado de arestas é ou ndo um corte,
Mostre que as seguintes afirmagdes sio equivalentes:

(1) G ¢ biparticionavel,

(1) aG é um corte em G,

(i) nenhum circuito em G tem comprimento impar.
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Grafos e Subgrafos

Demonstre a seguinte afirmagdo como um corolario do Corolario 1:
uma aresta o é de corte se € somente se seus extremos ndo sao li-
gados em G-a.

AAncben ~i11a oo cancitintacs afirmmaniac can annivalantacg
IVIOSLIT (JUC 4d JSCEULIIILS alllllldyUld dau Lyulvaivlites

(i) H é um componente de G,

(ii) H é um subgrafo conexo, nido vazio, maximal, de G,
(i1) H € um subgrafo isolado, ndo vazio, minimal, de G.

. Mostre que se G é um grafo simples com n vértices € cada um de

seus vértices tem grau pelo menos (n— 1)/2 entdo G € conexo.

Demonstre que dois cammhos de comprimento maximo num

Prove que existe um corte com um numero impar de arestas num
grafo se e somente se existe um vértice no grafo cujo grau € impar.

Um grafo é euleriano se é conexo e se todos os seus veértices t€m
grau par. Mostre que um grafo admite uma trilha que passa por
todos os seus vértices e todas as suas arestas se ¢ somcnte se o grafo
¢ euleriano. (Informalmente, um grafo ¢ euleriano se € somente
se um seu diagrama pode ser desenhado sem tirar o lapis do papel,
sem passar mais de uma vez por alguma linha, mas voltando o

lapis ao ponto de partida.) [32].

. Mostre que para quaisquer vértices distintos u e v ligados em G,

a distancia de v a v é igual a cardinalidade de um elemento maximo
do conjunto de colecdes disjuntas de cortes que separam u € v.

Suponha que a cada aresta « de um grafo G seja associado um real
ndo negativo, p(a), chamado o peso de «. O peso de um passeio
P=(vy,a,,v,,..,a,v,)€asomap()+p@,+ ..+ p (a,).

Dé um algoritmo polinomial que determina um passeio de peso
minimo entre dois dados vértices. ([22] e [127].) Generalize a
asser¢ao do exercicio anterior. (Confronte com o Exercicio B.II1.26.)



81. Alguns problemas em aberto, reconhecidameate dificeis:
(a) demonstrar que existe um algoritmo polinomial para deter-
minar se a cintura par de um grafo dado é ou nio menor do
que um inteiro dado, ou entio mostrar que o problema é
N ?-,,, mpleto.
(b) demonstrar que existe um algoritmo polinomial para deter-
minar se d01s grafos dados sdo ou ndo isomorfos, ou entio

mostrar que o problema é A?-m-completo.

'O

(C) (Conletura da rECOIZSIr_ Q ae L”nm\ Sejam (; o e H grales com
VG = VH = {1,2,..,n} (n>3). Se, para cada i, G-i e H-i
sdo isomorfos, entio G ¢ H sio isomorfos [123]

82. Mostre que todo grupo finito é isomorfo ao grupo de automorfismos
de um grafo simples 3-regular conexo [35].

A teoria dos grafos tem sido utilizada em
conhecimento humano como analise de circui
operacional, teoria da computagio, ana
nica, fisica, topologia, genética
Leonhard Euler ¢ considerado o primeiro autor em teoria dos
grafos; em 1736, o famoso fisico e matematico resolveu o problema

das pontes de Konigsberg [32] (vide Exercicio 78).

O conceito de planaridade foi aqui apenas abordado, e como de
carater puramente topoldgico; no entanto, Kuratowski 1 [65] deu uma

caracterizagao estritamente combinatorial de planaridade.
Algoritmos em grafos tém recentemente recebido muita atencgio

dos cientistas da computagido, especialmente em conexdo com o pro-

- blema da igualdade de 2 e A2, conforme foi visto no Capitulo B.IV.

’
O numero de textos em teoria dos grafos é razoavelmente grande.
r~

3] e [49] como textos de carater geral, [1] e [60] como
textos que enfocam complexidade de algoritmos e estruturas de dados

e [4] como um enfoque algébrico de teoria dos grafos.



FLORESTAS

1. Florestas e arvores

Uma floresta é um grafo sem circuitos. Uma drvore € uma floresta
conexa. (O grafo da Figura 1 é uma floresta com seis componentes,
cada um dos quais € uma arvore.)
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Figura 1 — Uma floresta com seis arvores.

TEOREMA 1. Um grafo é uma floresta se e somente se cada uma de
suas arestas é de corte.

TEOREMA 2. Para iodo grafo G, |VG| < |aG| + |cG|. Ademais a
igualdade subszste se e somente se G é uma floresta.

Demonstragdo. Por indugdo em |aG| Se aG for vazio entdo certa-
mente G é uma floresta e | l lClG' + |CG|

Suponha entdo que aG contém uma aresta, o. Por 1rd ucao,
| V(G-0)| < |a(G-0)| + |c(G-2)|,

e a igualdade subsiste se e somente se G-« € uma floresta.



Pelo Teorema 1.3,
le(G-a)| < |G| + 1,

eaig aldade subsiste se € somente se ndo existe em G circuito que passe

Nr
UL

3

Ora, V(G-2) = VG e |a(G-a)| = |aG| — 1. Portanto | VG| <
< |aG| + |¢G|. Ademais a igualdade subsiste se e somente se G-x
¢ uma floresta e ndo existe em G circuito que passe por a. Ou seja,

VG| = |aG| + |cG| se e somente s¢ G ¢ uma floresta. m

~

TEOREMA 3. Um grafo G é uma floresta se e somente se cada um de
seus subgrafos com pelo menos uma aresta tem pelo
menos dois vértices com grau igual a 1.

Demonstracdo. Considere inicialmente, o caso em que G é uma floresta.

Seja H um subgrafo de G com pelo menos uma aresta, a,
€ sejam u € v os extremos de a. Como G é uma floresta, entdo u e v sdo
distintos. Portanto, (u, @, v) € um caminho em H que passa por a.
Dentre os caminhos em H que passam por a, escolha um, C, que ndo
seja segdo de nenhum outro caminho em H que passe por a. Como
VH ¢ finito, entdo C existe. Sejam n, Vos Vis oo Vs &, ..oy O, tals que
C=(vy,

1> Vys - &, v,). Vamos agora mostrar que vo e v, sao
distintos e tém ambos grau 1 em H.

Para mostrar que v, € v, sdo distintos, basta observar que C é
um caminho que passa por a: portanton > 0 e Vo> Vy» - ¥, S80 dois

a dois distintos.

Para mostrar que o grau de v, € igual a 1 em H, basta provar que
a ligagdo a, ¢ a Unica aresta em H incidente a v,. Para tanto, seja f8
uma aresta em H incidente a v . seia x o mrtrf-\mn dp R distinto de v

ARACE QAL RET N2 22 a aw S~ vo, e Aad Wik vA WASRNS '0-
| P Pal

pertence a V'C (pois caso contrario (x, f, v,)C
ue passa por a, € distinto de C e tem C como se¢io).
(v

= ‘.l ~7 W W W bWALLA W WUVLRLAV OV )
Seja i tal que x = o

~

 of b
<i<n). Como G ¢ uma floresta, entdo
-, @;, V;) passa por f (pois caso contrario (v,,
vi) v;, B, v,) seria um circuito em G). Finalmente, B,

’
eav nela anal nacea n caminhn 7 A 1onal a
w ro PYiis yudi pacoa v vaiiiuiuy \/ lsual a u.l Py

pois nenhuma aresta em {a,, ..., a,} incide em v,. De fato, a llgacao
o, € a Unica aresta em H que 1n01de em v, € portanto gH(v)) =
Analogamente a ligagdo a, € a unica aresta em H que mc1de em v, e
portanto gH (v,) = 1.



Para completar a demonstragao do teorema, resta agora considerar
o caso em que G ndo é uma floresta. Seja entdo C um circuito em G. O
subgrafo G[aC] de G tem pelo menos uma aresta e é 2-regular. A de-
monstracio do Teorema 3 esta completa. ®
TEOREMA 4. Um grafo G é uma floresta se e somente se ndo existem
duas trilhas distintas com mesma origem e mesmo
término.

'
)
3
Q
-
tn
o~
~
o
)
Q
QS
D)

ag nen 7

‘onsidere inicialmente o caso em que G € uma floresta.
ejam am

u, € mesmo término, V.

mentos das trilhas T

um subgrafo de G, é também uma floresta; pelo Teorema

N AU TR 1
€ 1, riinas i u, ambas com a mesmma origem,

w2

1 2
Provaremos, por indugdo na soma dos compri-
e

,ums

Se aT, v aT, ¢ vazio, entdo T, = (w) = (v) = T,. Suponha
pois que G[aT, U aT,] tem dois vértices distintos, ambos com grau 1.
Como cada vértice interno de T, ou de 7, tem grau maior do que 1,
entdo u e v sdo distintos, ¢ ambos tém grau 1 em G[aT, U aT,]. Por-
tanto, existemo, ', T, e T, taisque T, = (u,o, )T eT, = (u,a, u)T,.
Por indugdo, T, = T,. Logo, T, = T,.

Resta agora considerar o caso em que G ndo ¢ uma floresta. Seja
entio C um circuito em G, u a sua origem. As trilhas («) e C sdo distintas,

ambas tém a mesma origem e o mesmo término. A demonstragao
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Dado um grafo G, um subgrafo H de G e uma aresta o de G, H+a
denota o subgrafo de G obtido a partir de H adicionando-se a aresta «
(e, eventualmente, os extremos de a); assim, H + a ¢ o subgrafo de G
que tem VH U ¥ (x) como conjunto de vértices e aH U {a} como

A +
conjunto de arestas.

LEMA 1. Seja H uma subfloresta de um grafo G, o uma aresta de G.
Se H + a ndo é uma floresta entdo o conjunto {aC |C é um
circuito em H + a} é unitdrio.
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Demonstragdo Suponha que H + a ndo é uma floresta, seja C um cir-

cuito em H + «. Como H ¢ uma floresta, entdo C passa
por a. Logo, se u e v denotam os extremos de a, entdo ou (i, «, v) ou
(v, a, ) € uma segdo de C. Uma vez que aC = aR(C), podemos ajustar
a notacio, considerando o reverso R(C) de C se necessario, de forma

2AVLEFEY 5 VUL IGAINY v AWV wa W T W) e

que (u, a, v) seja uma se¢do de C. Sejam entdo C,eC, trilhas em H
tais que C = C, (u, a, v)C,; C,C, € entdo uma trllha de vauem H.
Logo, aC = {a} U aT, onde T &€ uma trilha de v a u em H. Como
circ" oCde H+«a X € COmo T

il ; a oie s Kiv pa i " W 11 T WK

esta conclusio valé para tod
1

TEOREMA 5. Cada subfloresta F de um grafo G é um subgrafo de
alguma subfloresta mdxima de G.

Demonstragdo. Dentre as subflorestas maximas de G, escolha uma, H,
tal que aF\aH seja minimal.

Vamos provar que F ¢ um subgrafo de H. Ora, H, sendo maxima,
certamente gera G. Basta portanto provar que aF é um subconjunto
de aH.

Para tanto, suponha que, pe o contrario, aF\aH contém uma aresta,
a. Pela defini¢do de H, H + o € uma floresta: seja C um circuito
em H+ a. Como F é uma ﬂoresta e a € uma de suas arestas, entdo C
passa por alguma aresta em aH\aF, digamos, B. Se]a H' o grafo
ema 1, H' ¢ uma floresta. De fato, H' é uma subflo-
resta de G cujo tamanho é i

1voata u4 J 222 a7

(tl

déntico ao de H; ademais, aF\aH’, igual

vawsn QN ARACR A

[Ty

rn (. )

a aFP\aH\{a}, ¢ um subconjunto proprio de aF{aH, em contradi¢do a
defini¢do de H. Portanto, F é um subgrafo da subfloresta maxima H

r

COROLARIO 1. Uma subfioresta de um grafo é mdxima se e somente

ce for maximal

O JUT die v TS .

Com base no Corolario 1, apresentamos o algoritmo da Figura 2,
para a obten¢do de uma subfloresta maxima de um grafo G.\V

(1) Tanto neste como noutros algoritmos apresentados a seguir, incluimos novas cons-
trugdes, de significado 6bvio, mas que ndo constam da definigio dada no Capitulo
AL



procedimento subfloresta mdxima (G):
inicio

fim

nara cada aresta de aG faga

14 ~
se F+ o é uma floresta entdo F « F + a;
devolva F

Figura 2 — Um algoritmo para a determinagdo de uma subfloresta maxima de um gra afo G

(para determinar se F+a € ou ndo uma floresta, basta determinar se passa ou
ndo um circuito por a em F+ a; vide Exercicio 1.46).

EXERCICIOS

1. Mostre que um grafo ¢ uma floresta se € somente se cada um de
seus componentes € uma arvore

2. Mostre que para todo grafo G ndo vazio, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

(Y 127 A vima Arunre
1) U U Ullia alvuUly,
i) |V| = |a| + 1 e G € uma floresta,
(i) | V| = |a| + 1 e G é conexo,
(iv) para w e x vértices quaisquer de G existe exatamente uma
trilha de w a x em G

3. Seja G um grafo tal que {a | = | V| + 1, 2 uma aresta de G. Mostre
que G tem um circuit e ndo passa por «

4. Um emparelhamento ¢ de um grafo G cobre um subconjunto X
de VG se cada vértice em X é incidente a uma aresta de 7. Mostre
que nenhuma floresta G tem mais do que um emparelhamento
que cobre VG.

5. Prove que todo grafo conexo G com pelo menos uma ligagdo tem
dois vértices distintos, , tais que G — v, e G — v, s30 ambos
Conexos.

6. Dado um grafo conexo G € um vértice v de G, a excentricidade de

vem G € igual a mam- d_ conjunto de distancias de v aos Ver-

tices de G. Um vértice de G é um ceniro de G se sua excentricidade
em G for minima. Mostre que toda arvore tem no maximo dois
centros, € se tiver exatamente dois centros entdo estes sdo adja-
centes.

~ Q
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Caracterize a classe dos grafos G nos quais ndo existe mais do
que um caminho de ¥ a v em G, quaisquer que sejam os vértices
uevdegG.

Seja d=(d,,d,,...,d,) uma seqiiéncia de ntimeros naturais
positivos. Mostre que existe uma arvore cuja seqiiéncia de graus

€ d se e somente se Zd; = 2(n — 1). Mostre que existe uma floresta

cuja seqiiéncia de graus é d se € somente se Xd, for par e menor

do que 2n.

Um matréide M consiste de um conjunto finito aM de elementos

chamados arestas e um conjunto CM de elementos chamados

circuitos, que satisfazem as seguintes propriedades:

(i) cada circuito em CM é um subconjunto ndo vazio de aM,

(ii) nenhum circuito em CM é subconjunto de outro circuito
em CM,

(if) se C, e C, sdo circuitos distintos € a € uma aresta que per-
tence a C, e a C, entdo existe um circuito em CM que € sub-
conjunto de (C, u C,)\{a}.

Mostre que para qualquer grafo G, se cir G denota o conjunto
{aC | C é um circuito em G} entdo (aG, cir G) é um matroide.
Mostre que para qualquer grafo G, se cor G denota o conjunto
de cortes minimais ndo vazios de G, entdo (aG, cor G) é um matréide.
Considere a seguinte definicdo alternativa de matréide: um ma-
troide M consiste de um conjunto finito aM de elementos chamados
arestas € um conjunto /M de subconjuntos de aM, chamados
conjuntos independentes, que satisfazem as seguintes propriedades:
(i) o conjunto vazio é independente,
(i) todo subconjunto de um conjunto independente é indepen-
dente,

m a mesma cardinalidade.

Mostre que se /M denota o conjunto {aF | F é uma subfloresta de

11.

G} entdo (aG, IM) ¢ um matrdide, de acordo com esta definicdo
alternativa. Mostre que se /M denota o conjunto {z|z< aG e
todo corte ndo vazio de G tem uma aresta em aG\z} entdo (aG, IM)
¢ um matroide, de acordo com e i IV

Mostre que se (aM, CM) é um matrdide, de acordo com a defi-
ni¢do dada no Exercicio 9, e se /M denota o conjunto {z | z < aM
e todo elemento em CM tem uma aresta em aM\z} entdo (aM, IM)



12.

13.

14.

15.

[y
=y

17.

¢ um matroide, de acordo com a defini¢do alternativa, dada no
Exercicio 10.

Mostre que se (aM IM) é um matréide, de acordo com a defini¢ao

alternativa, dada no Exercicio 10, e se CM denota o conjunto de
elementos minimais do conjunto {z|z < aM e z¢ IM} entdo
(aM, CM) é um matroide de acordo com a defini¢ao dada no
Exercicio 9.

Mostre que se S é um conjunto finito e ndo vazio ¢ 4 € um conjunto
de subconjuntos de S tal que | 4 | = | S|, entdo existe um elemento
xdeStalque | 4x| = |S|, 0 nde Ax denota o conjunto {Xu {x}|
XeA}.

Mostre que um grafo G é conexo se € somente se G tem uma sub-
arvore geradora. Escreva um algoritmo linear que determina se
& conexo e, em caso afirmativo, dé também uma subarvore
geradora de G. Escreva um aigoritmo linear que obtém uma

subfloresta maxima de um grafo.

Q

(Algoritmo de Kruskal). Suponha que associado a cada aresta a
de um grafo G existe um numero real p(x), chamado peso de a

O peso p (H) de am subgrafo H de G ¢ entdo definido como a soma

dos pesos de suas arestas. Demonstrie a segulme proposigao,
emulando a demonstragio do Teorema 5: “‘seja F uma subflo-
resta de G, seja z o conjunto das arestas « em aG\aF tais que F + o
é uma floresta seja o uma aresta em z, de peso maximo, seja ¥
o conjunto das subflorestas de G que tém F como subfloresta.
Enti o F+ a & subfloresta de alguma floresta de peso maximo em
Z . Com base nesta propriedade, dé um algoritmo polinomiai que
determina uma subfloresta de peso maximo de um grafo, dados
o grafo e a fungdo peso, esta através de uma tabela.

Mostre que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes, para qual-
quer grafo G conexo:
(i) H ¢ um subgrafo gerador conexo minimal de G,
(i) H é um subgrafo gerador conexo minimo de G,
(i) H é uma subarvore geradora de G,
(iv) H é uma subarvore maximal de G,
(v) H ¢ uma subarvore maxima de G.
Modifique o algoritmo de Kruskal (Exercicio 15) de forma a

obter outro que determina uma subarvore geradora de peso mi-
nimo, de um grafo conexo G.



18. Mostre que um grafo G € uma floresta se e somente se cada subcon-
junto de aG é um corte em G.

19. Mostre que se uma floresta G tem um vértice v cujo grau g(v) é
1

positivo, entdo G tem pelo menos g(v) vértices com grau

20. Sejam F e H subflorestas maximais de um grafo G. Mostre que
para cada aresta a em aF\aH existe uma aresta, f, em aH\aF tal
que (H+a)—p e (F+ p)—a sdo ambas subflorestas maximais
de G

21. Considere o “problema da mochila”: dados n+ 1 nimeros reais
positivos x, ..., x, € y, determine um subconjunto /de {1, 2, ..., n}
tal que
1) Zx; <y

iel

e
(i1) 'Z.."x,- seja o maior possivel.
Mostre gue um algoritmo eganancioso nao obtém um 7 4timo

Laipvaas SR LRLIvIV O

(vide Notas Blbllog aficas).

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

O algoritmo da Figura 2 ¢ uma versio simplificada do algoritmo
de Kruskal [64] (vide Exercicio 15). Algcntmos como esses sdo exemplo
tipicos de algoritmos ‘‘gananciosos” (o algoritmo da Flgura 2, por
exemplo, “toma a primeira aresta a’’ que pode ser adicionada a F de

forma que F + a seja ainda uma floresta). Este tipo de algoritmo pode
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ser usado sempre que maximal e maximo forem indistingiiiveis (vide
Exercicios 9. 10. 11 e 12). O conceito de matroide (Exercicio 9) foi

introduzido por Whitney [128] e bastante desenvolv1do por Tutte
[121], [122]. A defini¢do alternativa de matroide (Exercicio 10) foi
dada por Edmonds que também relaciona matroides e algoritmos
Uma versio bastan‘te eficiente (O(|aG|log, log,|VG|)) do algo-
ritmo de Kruskal é dada em [131]. ' ’



EMPARELHAMENTOS E COBERTURAS

1. O problema dos casamentos

A P de rapazes e outro N de mogas, qual a
condi¢do necessaria e suficiente para que SE]& possivel casar todas as
mogas em N com rapazes em P, de forma que 0 esposo d cada moga

seja um dos rapazes de quem ela goste?”” Esta pe rgunt conhecida
como o nroblema dos casamentos e tem a seg umte Qt ) “nara

w1V VU }J N ULWwERLIGE WwteUeAAA
cada conjunto X de mogas em N, o
1e ser

Tm N
mog¢as em X gostam tem q

’.3
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Q
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m
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a
N
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numero de mogas em X.
Damos a seguir uma versdo formal do problema e de sua solugéo,
esta conhecida como o Teorema de Hall.

T Tenn 1
Um conjunto ¢ de arestas de um grafo G cobre um conjunto X

de vértices de G se cada vértice em X incide em peio menos uma aresta
em 7. Um conjunto ¢ de arestas de G é um emparelhamento se t consiste
de ligagdes duas a duas ndo adjacentes.

4

TEOREMA 1 (Hall). Um zrafo com bipartigao |

!
I
)
l
.r'
‘E

LEMA 1. A4 condi¢do de Hall é necessdria (ou seja, se exzste um em-
narelhamento em G gue cobre N entdo | I]{Y\ > Xl

l.lul CHIRITIVIIL U Ty o At LS V4 T A T LR T 224 %4 Ry = 2

para cada subconjunto X de N).

Demonstracdo. Suponha que G tem um emparelhamento que cobre

N. Seja t um tal emparelhamento, X um subconjunto

de N. Vamos provar que | Adj(X)| > | X | definindo uma injegao
f de X em Adj(X). ‘

Para tanto, seja v um vértice em X. Como ¢ cobre N, entdo v € o

extremo de (exatamente) uma aresta em ¢, digamos, a(v); seja f(v) o

extremo de a(v) em P. Ora, para v e v’ vértices distintos em X, a(v) €

a(v') sdo arestas distintas e como ¢ ¢ um emparelhamento entdo f(v) e



f(v') sdo vértices distintos em Adj(X). De fato, f é uma injecio de X
em Adj(X) e portanto | Adj(X)| > | X |. Como esta conclusio vale
para qualquer subconjunto X de N, entdo o lema esta demonstrado. m

LEMA 2. 4 condicdo de Hall é suficiente (ou seja, se | Adj(X) | > | X |
1 A7 ~

para todo subconjunto X de N, eniGo G tem um emparema-
mento. que cobre

Demonstracdo. Suponha que | Adj(X) | > | X | para todo subconjunto
X de N Suponha, como hipétese indutiva, que para
todo grafo G’ com biparticio {P',N'} e com | VG | < | VG|, se

| AdjG'(X) | > | X | para todo subconjunto X de N', entio G’ tem
um emparelhamento que cobre N'.

Note que se aG ¢ vazio entdo Adj(N) é vazio: nesse caso, como,
h potese, | Adj(N) | > | N|, entio N

1 Lo LREGRATY

hamento vazio coore N. buponha entao que aG contém (pelo
menos) uma aresta, digamos, a. Seja u o extremo de o em P, v seu ex-
tremo em N.

Seja Lo grafo G-{u, v} Note que {P\{u}, N\{v}} é uma bipartigio
de L. Ora, se | AdJL(X) | > | X | para todo subconjunto X de N\{v},
entdo, por indugdo, L tem um emparelhamento, ¢, que cobre N \{v};
nesse caso, t U {a} ¢ um emparelhamento em G que cobre N.

Podemos entdo supor que N\{v} tem um subconjunto, S, tal que
| AdL(S) | < | S |. Por hipétese, | Adj(S) | = | S|. Pela deﬁmgao de L,

1 tantn N am
vazio € portanic ¢ em-

(¢

“Oi “U

Adj(S) < {u} U AdJL(S). Logo, u pertence a Adj(S) e | Adj(S) | = | S |
(vide Figura 1).
4
S/ -
S/ S
4djsy V7 P\ Adj (5)
\ J \ ~ ]
H K

Figura 1 — O conjunto S em G e os subgrafos H e K de G.



Seja H o grafo G[S U Adj(S)] e K o grafo G-VH (vide Figura 1).
Note que {S, Adj(S)} e {N\S, P\Adj(S)} sdo biparti¢des de H e K,
respectlvamente Note também que como | AdiL(S) | < | S| e como S

14
¢ um subconjunto de N\{v}, entdo S ndo ¢ nem o va
- |

tanto | VH | e | VK| sﬁ mbos menores do que |V |.
Basta entdo provar que | AdjH(X)| = | X | para todo subcon-
junto X de S e | AdjK(X) | = | X | para todo subconjunto X de N\S.

Porque entdo, por indugdo, H e K tem emparelhamentos tH e tK
que cobrem S e N\S, respectivamente; nesse caso, tH U tK ¢ um

e am Lasnant £ ~1a ~nlea AJ

cxupancmauxcuuu cm U qul LuUuULIL v,

Para provar que | AdjH(X)| > | X | para todo subconjunto X
de S, basta notar que se X é um subconjunto de S, entdo AdjH(X) =
= Adj(X) por definicio de H e | Adj(X)| = | X | por hipotese.

Para provar que | AdjK(X) | > | X | para todo subconjunto X
N\S, note inicialmente que AdjK(X) = Adj(X v S)\A4dj(S) por

efinigdo de K. Portar
| AGKO0 | = | AdiX U )| — | AdS) |
Por hipotese, | Adj(X u S)| = |Xu S|=|X|+ |S]|; logo,

de
def

o ‘
=
-
o]

| Ad: 3
| AGKX) | 2 | X |+ | S| — | 44i(S) |

Finalmente, como |S|= | Adj(S)|, entdo | AdK(X)|=|X|.
A demonstragio do Lema 2 completa a demonstragio do Teorema

de Hall. mm

Com base na demonstracao do Lema 2 (e a asser¢ao do Lema 1),

e | o
represeniamos na rigura <« O asu* itmo Hall C, A’, P\. dados um

grafo G e uma bipartigio {P, N} de G, Hall(G, N, P) determina se
todo subconjunto X de N satisfaz a desigualdade

| 4dj(X) | = | X|.
Em caso negativo, Hall(G, N, P) determina também um subconjunto
X de N tal que | Adj(X)| < | X |; em caso afirmativo, Hall(G, N, P)
determina também um emparelhamento em G que cobre N.

Na descri¢do do algoritmo, certos comandos tém nome, para
facilidade de referéncia. Trés desses comandos, a saber, recursdo L,
recursio H e recursio K, correspondem a chamadas recursivas do
algoritmo. Assim, o comando recursio H deve ser interpretado da
seguinte maneira: ‘‘chame Hall recursivamente para determinar se

todo subconjunto X de S satisfaz a desigualdade | AdjH(X) | >
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em caso afirmativo, atribua o valor sim a satisfaz e um emparelha-
mento que cobre S a fouX; em caso negativo atribua ndo a satisfaz e
um subconjunto de S que ndo satisfaz a desigualdade a rouX™.

procedimento Hall(G, N, P):
inicio
se aG é vazio entdo se N ¢é vazio
entdio devolva sim,
sendo devolva ndo, N;

paan £
€m U,

{escolha} seja a uma arest
u, v « extremo de o em P, extremo de o em N,

{remogdo} L « G\{u, v};

{recursio L} satisfaz, touX < Hall(L, N\{v}, P\{u});
se satisfaz entdo devolva sim, touX U {a};
S « touX;
se | Adj(S) | # | S | entdio devolva ndo, S;
H « G[S v Adj(S)];

{recursio H} satisfaz, touX « Hall(H, S, Adj(S));
se ndo satisfaz entdo devoiva ndo, touX

sendo tH « touX;

K « G-VH,

{recursio K} satisfaz, touX < Hall(K, N\S, P\Adj(S));
se ndo satisfaz entdao devolva ndo, touX

conan devalva Sl"", tH O touX

JWEIASEV Ww VWAV Es s (494 2 PN

Figui'a 2 — O algoritmo Hall (‘‘G satisfaz a condi¢do de Hall?”’).

EXEMPLO 1. Considere o grafo G da Figura 3, com biparti¢do
{ w~ ar) . ay I's ) ™~ .
{P, N}, onde N = {v,, v,, v,, v,, vgj. Durante a exe-
cugdo do algoritmo Hall, os comandos escolha e remogdo deverdo

ser executados varias vezes: cada vez, alguma aresta « do grafo devera
ser escolhida, seus extremos removidos do grafo; suponhamos que
se dé preferéncia a aresta a,; com o maior indice 2i (se existir alguma).

Qo acte oritarin
Se este critério de escolha for adotado € o algoritmo mecanicamente

seguido, entdo o comando escolha sera executado 31 vezes, até que
o emparelhamento {a,, a,, @, a,, .} seja obtido. Esta afirmacdo

segue da Proposi¢do 1, Cu_]a demonstracao fica a cargo do leitor,
como exercicio.
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Vo V2 Vg Ve vg N
o)
1431 / a3 / Qs /7 Qq / Qg
/ / / /
/ / /
/ / / //
(023 Qa4 Qe Qg
4 g 4 { o
Vi Va Vs | & Vo ' P

Figura 3 — O grafo do Exemplo 1.

PROPOSICAO 1. Para cada natural positivo n, seja G, o grafo que
tem {v,, V,, ..., V,,_,f COMio conjunto de vértices,
{oy, ..., &,,_, | como conjunto de arestas, onde, para cadai(1<i<2n-1),

a aresta a; tem os vértices v;_, e v; como extremos; sejam N, e P, os

i
conjuntos {v, st s Van_o} €{V}5 Vs -oe Vo | respectivamente. Entdo
{ n ar ) ’ 1 . e o~ 7 Pl ™ A L b e A PPN
{P,, N,} é um ozparncao de G, uaa’a preferéncia a aresta 0y COM
2i mdximo a a execugao do comando esmlha entdo este serd exe-

=3
. D
~

cutado 2" —1 vezes até que o emparelhamento {o,, 0y, ..., %yn_ |
(que cobre N,) seja obtido.

polinomial equivaiente a-Hall, ““‘uma vez que | Aaj
cor vprtrr‘aﬂu ara r‘ud uam an 7' |

[SA 2 ¥V Wwiiiiweans SSAAA WA uwv-v-- weaaswsST L2 g

mente, tal raciocinio é falso: daremos a seguir outr
do Lema 2, que induz um algoritmo eficiente.

Dado um conjunto ¢ de arestas de um grafo G € um conjunto X

es

r )
de vértices de G, Xt denota o subconjunto de X que consiste da

vértices que 1nc1dem em pelo menos uma aresta em !.

=5}
o
(4]
=
]
=
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-
-
o5}
0
o
o

Segunda demonstrag¢do do Lema 2 (suficiéncia da condi¢do de Hall) —
Suponha que G ¢ um grafo com bipartigdo { P, N} tal que | Adj(X) | > | X |
para todo subcomunto X de N. Dentre 0s emparelhamentos em G
(ec
que Nt seja maximal.

Pelo Lema 3, abaixo, N tem um subconjunto S tal que | Adj(S) | +
+ | N\Nt| = | S|. Ora, se ¢ nio cobre N entdo N\Nt ndo é vazio e
portanto | Adj(S) | < | S|, contradi¢do. Logo, ¢ cobre N.
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LEMA 3. Seja G um grafo com biparticdo { P, N} t um emparelhamento
em G. Entao
ou (1) existe um subconjunto S de N que inclui N\Nt e tal que

| Adj(S) | + | M\Nt | = | S|,

ou (ii) existe um emparelhamento t, em G tal que Nt inclui
(propriamente) Nt e | Nt,\Nt | = 1.

Demonstragdo. Suponha, como hipotese de indugdo, que a assergio
vale para todo grafo G’ com i VG' | < | VG| .
Note inicialmente que se 4dj(N\Nt) for vazio entio o (1) vale trivial-

mente, com S = N\Nt.

Suponha pois que existe (pelo menos) uma aresta, «, com um
em N\N:t. Seja u 0 extremo de o em P, v seu extremo em N\Nt.
Se u pertence a P\Pt, entio (i) vale, com 1, = ru {a} e

Suponha p01s que u pertence a Pt. Seja B a aresta de ¢ que incide
em u, v’ seu extremo em Nt. Note que v pertence a N\Nr e portanto

v e v' sdo distintos (vide Figura 4).

o VEN/Nt Y v EN?
x /ﬁEt
\ //
\ //
\ //
u ERt
Figura 4

Seja G’ o grafo G — u. Observe que {P
deG,et' = t\{ﬁ} um emparelham m
hipétese de indugio é aplicavel a G', com blpartlcao {P\{u}
emparelhamento ¢’

Considere inicialmente o caso em que N tem um subconjunto S
T

que inclui M\Nt' e tal que

Ora, AdjG'(S) = Adj(S)\{u}, por defini¢io de G’; como v/, um vértice
em N\N?', pertence a S, entdo u pertence a Adj(S). Logo,
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| AdjG'(S) | = | Adj(S) | — 1.

Por outro lado, N\Nt' = (N\Nr) u {v'} e V' pertence a Nt. Logo,
S inclui N\Nrt e

[ O 3 ~

I AAANY | — | AN 1

ll'\lvl I‘— Il'\l'll [] A

De fato, S inclui N\Nt e | Adj(S) | + | N\Nt| = | §|.
Resta agora considerar o caso em que G’ tem um emparelhamento,
t',, tal que Nt, inclui Nt' e Nt’+ \Nt' € unit'rio Para tanto, seja w o

vértice em Nt;\\Nr Se w e v forem distintos, entdo (ii) vale, com
t, =1, u{f}eNt,\Nt = {w; Sewev comc1curem, entdo Nt, = Nt
e nesse caso (i) vale,com ¢, = ), U {a} e Nt,\Nt = {v}. Em ambos os

casos, (i) vale. A demonstragao do Lema 3 completa a demonstragdo
da suficiéncia da condigdo de Hall. mm
Com base na segunda demonstragdo da suficiéncia da condigdo
S

de Hall (bem como na assergdo do Lema 1), apresentamo:

guras 5 e 6 os algoritmos Hall2 e Hallauxiliar. Dados um grafo G,
uma bipartigio {P, N} de G e um emparelhamento t em G, Hallauxiliar
determina, se existir, um emparelhamento ¢, em G tal que N¢, inclui

Al¢ a Al¢ \ AJs a 1nnitdrin: racn nm tal ¢+ nan avicta entan ”n”a 1X1 ],a,

1vi € Ivig\uvi € UNiArio, Casy ulll wai ¢4 laU Casswa, Siiav ik 1
determina um subconjunto S de N que inclui N\N¢ e tal que | Adj(S) | +
+ I}V\A’t‘} = Hu i

O algoritmo | Hall2 determina, dado G e uma biparticdo {P, N},
se | Adj(X) | = | X | para todo subconjunto X de N; em caso afirmativo,
Hall2 determina também um emparelhamento que cobre N; em caso
negativo, Hall2 determina um subconjunto S de N tal que
| Adj(S) | < | S|

t « touS,
obtidot , , touS + Hallauletar (G,N, P, 1)
até que nio obtidot , ;
se N\Nt =  entao devolva sim, ¢

fim

Figura 5§ — O algoritmo Hall2 (‘‘G satisfaz |Adj(X)| = |X| para cada subconjunto X de
N?”)-



procedimento Hallauxiliar (G, N, P, 1):
inicio
se Adj(N\Nt) = & entiio devolva ndo, N\Nt;

ha} seja o uma aresta com um extremo em N\Ni;
, V « extremo I]P o em P extremo . rlo o em N:

L %2 ] L]
se u ¢ Pt entdo devolva sim, t U {a};
,B < aresta de t que incide em u;

,G',t' «— extremo de B em N, G—u, \{B};
tido t .. touS «— Haullouxilinr(G' N D\{ul

4y FUMS uw b“"/\rll ul \V 9 4V 4 4 |\ u"

xR

)
b‘ "

~ =

b
0 obtidot, entdo devolva ndo, rouS {S}

~
se€nao

se V' € N, entdo devolva sim, rouS U {a}  {t.}
sendio devolva sim, rouS U {f} {t,}

fim e
Figura 6 — O algoritmo Hallauxiliar.
Deixamos ao leitor verificar a seguinte afirmacio
PROPOSICAO 2. O comando escolha de Hallauxiliar é executado
ndo mais do que |aG | vezes, e portanto Hall2
causa a execu¢do do referido comando ndo mais do que | N| |aG |

Um conjunto X de vértices de um grafo G um conjunto x
de arestas do grafo (¢ uma cobertura de x) se cada aresta em x incide

TEOREMA 2 (Konig). Seja G um grafo com biparticdo {P, N}. Entdo
um emnarelhamento mdximo em G tem cardi-
riura mtmma ae aU

:l
N
Q
f‘:
Qr'

Demonstragdo. Pela segunda demonstragdo da suficiéncia da condigio
de Hall, existe um emparelhamento ¢+ em G e um
subconjunto S de N tais que

| Adi(S)| + | N\Nt| = | S|.

Seja Z o conjunto Adj(S) U (N\S). Entdo | Z | ={Nt|=|t].
Resta mostrar que Z é uma cobertura minima de aG e r um em-
parelhamento maximo em G. ‘
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Para mostrar que Z é uma cobertura de aG, basta observar que
para cada aresta o em aG, ou seu extremo em P pertence a Adj(S) ou
seu extremo em N pertence a N\S e em ambos os casos a tem pelo menos
um extremo em Z.

té méximo seja Z' uma cobertur

v - r__ .
& Mminim
s v 1 a 212V y UV &

A11311

(¢}
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de aG e ' um emparelhamento em G. Como Z’ cobre aG entio cad
aresta o em ¢’ tem pelo menos um extremo, dlgamos va,, em Z'. Como
t' ¢ um emparelhamento entdo arestas distintas o € f em ¢’ tém extremos

o

A-n - - ~ -asms ~ .y nm / ’ !
distintos vz € v em Z'. Portanto | #/| < |Z’'|. Em particular, | ¢'| <
o L P ] 1 [ — | I — 1 —
<|Z|= !t!s!Z!e portanto |[1| < |t| e |Z|<|Z"|. De
Lot~ 4 A _.‘_/‘--._- A 7 A emicmizvan a ANt
fato, 1 ¢ maximo ¢ Z ¢ minima. A demonstragdo do teorema de Konig

10
esta completa. @

. Seja G um grafo com bipartigdo {P, N} € k um inte
se g(v) >k >1 para cada vértice v em N e g(v)<k para cada
vértice v em P entio G tem um emparelhamento que cobre N
Mostre ainda que se G é k-regular, k > 1, entdo existem k empare-

ihamentos que cobrem ¥, dois a dois disjuntos.

[ 1Y

2. Sejam n prismas iriangulares regulares (n > 1) tais que cada face
(lateral) de cada prisma é colorida com uma de n cores de forma
que existam exatamente trés das 3n faces com cada cor. Mostre
que é possivel empilhar os prismas pelas bases de forma a obter

outro prlsma trlangular no qual cada face exiba todas n COreEs.

3. Mostre que se um grafo G quaiquer tem um emparelhamento que
cobre um conjunto especificado M de vértices entao | Adj(X) | =
>| X |, para todo subconjunto X de M. Dé um exemplo para
mostrar que a reciproca é falsa. Prove que a reciproca € verdadeira

A

para grafos biparticionaveis. Mostre ainda que se A € 0 maior

51a.u dUD Vé tces d\.« um gra 0o h;pqrﬂninnévpl F en fé(\) QG é a

unido de uma colegio (disjunta) que consiste de A empareinamentos

4. Um grafo G ¢é par se | VG | for par, e impar se | VG | for impar.
Denota-se por iG o conjunto dos componentes impares de um
grafo G. Mostre que oara todo emparelhamento t de um grafo G,
| Auj\A)\A | = | lUlAJ | W '

5. Sejamztet, emparelhamentos em um grafo G. Descreva os compo-

nentes do grafo G[t ® ¢.], onde t @ 1, =t U t,\t nt,. Mostre
que se | ¢, | > | t| entdo existe em G um emparelhamento x tal
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que Vx inclui ¥Vt e Vx\Vt consiste de precisamente dois vértices,
ambos em Vi \V1.

(72]

Seja G um grafo, I(G) o conjunto dos subconjuntos Z de V tai
n t e (V, 1(G))

(¢}

vértices de um grafo G € independente se ne-

de
nhuma aresta de G tem ambos os extremos em X. Mostre que um
i ndente se e somente se N\ X cobre aG. Conchi

11
2222 O 7 A WU ULAS NV AAvi e

:9

€ S € um conjunto independente maximo se e somente se ¥\
na cobertura minima de aG. Dé um algoritmo eficiente

A ead LKV

CD(D

r
AL

pa
obter um conjunto independente maximo num grafo biparticionavel.

D€ exemplos de grafos em que a cardinalidade de uma cobertura

14 . ’
v m
minima de aG e a de um emparelhamento maximo s

” ’ .
7 t a4
Mostre que se 7 ¢ um emparelhamento num grafo G sem vértices de

grau zero, entao uma cobcrtura c(f) de VG pode ser obtida a partir
de ¢ adicionando a ¢ arestas incidentes em vértices de V\Vt. Mostre

que existe uma cobertura c(f) de ¥ que inclui ¢ e tal que |e(r) | +

_|_I I(%VI

P

Mostre que se ¢ € uma cobertura de VG entdo c inclui um emparelha-
mento #(c) tal que |c|+ |t(c)| = | V].

Mostre que se ¢ ¢ um emparelhamento maximo em G e ¢ uma co-
bertura minima d VG, entio |c |+ |t]| = | V].

Mostre que se ¢ ¢ um emparelhamento em G € ¢ uma cobertura
de VG taisque |c| + | t| = | V|, entdo ¢ & minima se e somente
se t € maximo.

Dé um algoritmo polinomial que obtém uma cobertura minima
de VG, G biparticionavel sem vértices de grau zero

Mostre que em todo grafo G, se / € um conjunto independente

maximo de vértices (vide Exercicio 7) e ¢ uma cobertura minima
de VG, entio |I|<|c|. Dé exemplos em que a desigudldade
estrlta ¢ observada. Mostre que para grafos biparticionaveis sem

i
o
e
N
o
Lot |
o
<i
)
o
[72]
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tem um emparelhamento
que cobre N e outro que cobre P entdo G tem um emparelhamento
que cobre V.

Deduza o Teorema de Hall a partir do Teorema de Konig.



=N
~I
(3]

Emparelhamentos e Coberturas

17. (Teorema de Tutte) — Um grafo G tem um emparelhamento que
cobre V se e somente se | Adj(X)\X | > | iG[X] |, para todo sub-

conjunto X de V (a necessidade da condigdo ¢ o enunciado do
Exercicio 4). Demonstre a suficiéncia da condigdo, por inducio

il A Al wasansaadeva ¥ S

em | V|, da seguinte maneira:

(@) Defina um subconjunto S de V como critico se
|Ad](S)\S| | iG[S] | e se S é ndo vazio.

(b) Mostre que V é critico quando G € ndo vazio.
(c) Mostre que se 5 S ¢é critico minimal, entdo nenhum componente

e 0
de GI[S] é par (remova um vértice de um componente par de

(d) Para cada conjunto critico S, defina um grafo H(S) com bi-
particdo {iG[S], Adj(S)\S}, cujas arestas sdo as arestas do cor-
te de S e tal que se a € uma aresta de 6(S) com um extremo, ¥,
num componente impar, C, de G[S], € o outro extremo, v, €m
Adj(S)\S, entdo C e u sdo os extremos de o em H. Mostre que

H(S) tem um emparelhamento #(S) que cobre VH(S).
(¢) Mostre que para cada conjunto critico minimal S, e cada com-

ponente impar K de H[S], se v ¢ o vértice de VK inciden é
aresta de #(S), entdo K'=K—v Lm um cmparelhament qu

rxr 1 X8 740 e 5.\ Vs &l | Tﬂ

cobre VK pois se | AGK (D\T | < | iK'[T]
T < VK, entio S\{v}\(AdjK'(T)\T) € critico.
(f) Mostre que se S é critico entdo G'=G — [S U Adj(S)] tem

um emparelhamento que cobre VG'.

WAAL WARAP/IRE WisileaaawaAiwvws UL

| arn  algi
|, para aigum

(—
00

. Mostre que todo grafo 3-regular sem arestas de corte tem um empa-
relhamento que cobre VG. Sugestdo: use o Teorema de Tutte
(Exercicio 17).

19. Mostre que para toda aresta a de um grafo G 3-regular sem arestas
de corte existe um emparelhamento em G que cobre VG € contém
o

cobre VG.

7, o grafo de Petersen, tem, para cada
uma de suas arestas a, um emparelhamento, ta, que contém o
e cobre VG; mas G ndo possui trés emparelhamentos dois a dois

disjuntos cuja unido € aG. Demonstre estas afirmagoes.
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Figura 7 — O grafo de Petersen

i prov do pela prlmelra vez por Philip H
ente comnlicada. Va r;a

v WARApsALVASNS

O Teorema de
[46] em 1935, e st monstragao er vame
outras demonstragoes apareceram deste e téo veja Mirsky [84]). A de-
monstracdo do Teorema de Hall aqui apresentada é de Halmos e
Vaughan [48]. A demonstra¢do do Lema 3 é nova, de Lucchesi e

VYVounoer IIm alonritman aficianta annival
A Uulls\tl \/ 441 ulau; AVAAILV wiiviviilwv V\lul Vel

dado por M. Hall Jr. [44].
KoOnig provou o teorema que leva seu nome em 1931 [63]. Aqui no
entanto damos uma demonstragdo que usa o Teorema de Hall como
lema, apesar de historicamente este ter sido provado posteriormente.
Existem inimeros teoremas na literatura cuja prlmelra demons-

tracan indnz 11im alonritma evnanencial - caomente maic erlp 6 nhtida
uayay iiuul um uxéulxuuu \.«A}Juu\.«u\aun, SUILIVIILY 111aild nu UL U vvuua

outra que induz um algoritmo polinomial. Assim temos por exemplo
o Teorema de Tutte [120] (vide Exercicio 17), do qual Edmonds [23]
deu uma demonstragio que induz um algoritmo eficiente. Outro

72—

lt\ nnAn ooar nﬁt‘\l‘\ﬁ""f\l‘r\ oOorve I III‘\I\I‘\D(" r‘01 ' AII(;O"I r‘Q] o
bAbllllJlU PUUU OVl ViIVVlIlI AUV Vil L UWWBLIVOL lU]J, Luvaos lUUJ \ % Ulll
Lucchesi ¢ Younger [70].

Iala ulll 51 alv Ulpal LIviviiavuil U, VAIDWIL a15U11u J LU N l.}Ull wviiiialid

b
que determinam emparalhamentos maximos, conjuntos independentes
maximos e coberturas minimas de aG e¢ VG (vide Exercicios 7, 13
e 14). Para grafos G arbitrarios os problemas de determinar se G tem

uma cobertura de ¢G com no maximo k arestas ou uim conjunto in-
dependente € com pelo mcnoe k vértices (k (jado) sdo A @-m-comnletos

miais para determmar emparelhamentos maximos € coberturas mi-
nimas de VG, G genérico [23].



CAPITULO IV

COLORACAO DE VERTICES E
O TEOREMA DE BROOKS

1. Coloracdo de vértices

nnnnnnnn As ssimtsnpa Im r“-n ~ - .
Uma colorag¢do de vértice de fo G & um

em conjuntos 1ndependentes. (Podemos dizer que uma coloragdo de
vértices de G consiste em dar a cada vértice uma cor de forma que
veértices adjacentes tenham cores dlferentes) Para um inteiro s, uma

loragdo p de G tal que |p| < s. Se G admite

é s-colordvel. (Observe que se G tem 1|

coloragdes, ao passo que se G ndo tem lagos entdo
Gelv |-coloravel) O niimero cromdtico crom(G) de G é o menor in-
teiro s tal que G ¢ s-coloravel. Os grafos das Figuras 1 e 2 tém nimeros

nrnmmmnq 4 e 2 resnectiv nte

wavaralsviw o A'vrvv—-v - --'-

N

<IN TN

Figura 1 — A roda de cinco pontas Figura 2 — O pentagono tem
tem ndmero cromatico 4. ntmero cromético 3.

TEOREMA 1 (Brooks). Seja s um inteiro e G um grafo sem lagos, e
sem subgrafos completos com s+ 1 vértices.
Se s > 3 e g(v) < s para todo v em V entdo G é s-colordvel.

Demonstra¢do. Suponha que, pelo contrario, existam grafos que

satisfagam todas as condigdes do teorema mas que
ndo sejam s coloraveis. Seja G um tal grafo com um nimero minimo
de vértices. Observe que pela defini¢do de G, removendo-se um vértice



x quaiquer de G obtém-se o grafo G’ = G — x que é s-coloravel. Para
cada s-coloragdo de G’ é necessario que se usem todas as s cores para
0s 1 Vé ertices x,, x,, ..., X, adjacentes a x em G, pois caso contrario

l cnein o ~~nlA

1 tant i
isponivel a x e portanto G seria s-colora

a is v vel.
Como g(x) < s, entdo t = s ¢ podemos supor que os vértices

2
Ar di
\J L AV 3

mente.

—n ~

1 o -n
cores 1, ..., §, respectivarn

o

Xys -o0y X5 820 Gs Com

c as
Supondo o grafo G’ assim colorido, temos entio:

TR | 94

LEMA 1. Vértices x; € x; (1 <i,j<s e i #j) estdo no mesmo com-
or

1
ponente C;; do s_-bo rafo B;; mduzido pelo conjunto de véi-

tices de cores i e j.

Demonstragdo. Caso contrario a permuta das cores i € j no componente

de B;; que tem x; como um de seus vértices fornece

uma s-coloragio de (: em que os veértices x; € x; tém ambos a mesma
cor j, em contradigdo a obrigatoriedade de colorir X, .0y Xg COM S
cores diferentes. m

.-
e
<
>
N
.
S

EMA 2. C.. é uma c
i

pelas arestas de um cammho em

adeia, (1 < i, j<s e i#)).
Cij.

Demonstragdo. Pelo Lema 1, existe um caminho (na’i degenerado)

(Vos %ys Vi oons 0, v,) de X;

X;)-
Observe que Xx; é “rlja
J. Ademais, como g(x;) < s entdo gG’'(x;) < s— 1 e portanto v, €0
unico vértice de cor j adjacente a x;, pois caso contrario x, poderla

ser recolorido com uma cor diferente de i. Portanto, o grau de X; em

’
r A 1
C,; € 1. Analogamente, o grau de x; em C;; é 1

Para completar a demonstragdo do Lema 2, basta agora mostrar
que para todo k tal que0 < k < n, 0 grau de v, em C;; ¢ 2. Para tanto,
suponha o contrario, seja k o menor inteiro tal que 0 < k < neo grau
de v, em C;; ¢ distinto de 2. Como v, ¢ adjacente a Vi—, €4V, por
sua vez distintos, entdo o grau de v, em C;; € maior do que 2. Nesse
caso, v, pode ser recolorido com uma cor diferente de i € j € 0 novo
componente C;; terd x; = vy, v,, ..., V,_, como vértices, nio tera
nenhum dos vértices v,, Vidgs ooos v,l = x;, em contradi¢do ao Lema 1.

De fato, C;; ¢ a cadeia G[aC]. =

[
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LEMA 3. O vértice x; é o tnico comum a C;; e Cy, (1 <i,j,k=<s,

i#j#k#i)
Demonstragdo. Suponha que w é um vértice em V\{x;} comum a
C;;e Cy. Entdo o graude wem C;; e em C;, ¢ 2 e por-
tanto w pode ser recolorido com uma cor diferente de /, de j e de k;
neste caso, os vértices x; € x; ficardo em componentes distintos, do

novo B;;, em contradicio ao Lema 1. m
Como G nio tem um subgrafo completo com s+ 1 vértices,

PR XA ga As
e /‘2 130 aaO auqnnanfnc Nlacce a

jacenics. INCESsC Caso, a

l s s -
cadeia C,, contém um vértice y adjacente a x,, mas distinto de x,.
Ap6s intercambiar as cores 1 e 3 na cadeia C,,, as novas cadeias C;
e C,, conterdo ambas o veértice y distinto de x,, em contradi¢do ao
Lema 3. A demonstragio do Teorema de Brooks estd completa. @
EXERCICIOS
1. Acompanhe a demonstragio do Teorema de Brooks para o grafo G
da Figura 3.

Figura 3

2. Mostre que a demonstragdo do Teorema de Brouks induz um algo-

PSPy POTRY P | ) PP
ritmo polinomial (linear).

Wl

ch Avicts o ractrinrX A © 2 e~ amitzmnindA A~ Tonraman
ue existe a restricio s > 3 no enunciado do Teorema de Brooks?

4. (Teorema das cinco cores) — Pode-se provar que todo grafo planar
simples ndo vazio tem pelo menos um vértice com grau menor do
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que ou igual a cinco. Baseado nesta propriedade, demonstre que
todo grafo planar simples € S-coloravel.

I :
5. Mostre que todo natural k ¢ o nimero cromatico de algum grafo

A

sem trian

Saaa alla

2-coloravel.

NOTAS BIBLIOGRAFICAS
Em 1852, Francis Guthrie concebeu

quatro cores’’: todo grafo planar sem lagos é 4-color
também [103]). Observe que o grafo da Figura 1 ¢ planar

cromatico 4; portanto a ‘“‘conjetura das trés cores’ é falsa. P
lado, a “‘conjetura das cinco cores” é verdadeira, sua demo

)
N 5;;,
3
o]
7]
<)

¢ bastante simples. (Veja, por exemplo, {129], ou [6], veja Exercicio 4).
A conjetura das quatro cores foi provada por Appel ¢ Haken em

1976 [2], com o auxilio do computador, apos resistir durante mais de
cem anos ao ataque de combinatoricos, algebristas e topologos, que

forneceram inumeras demonstragoes falsas. Dentre essas, a mais fa-
mosa parece ter sido a de Kemne [581. durante dez anos aceita como

AAAVOL pRIVYY twi Civewv u MY ARVIIIpPY | YUy GBIV QLIVU GAvwiltGh vUIIIV

correta. Apesar disso, a técnica por ele utilizada, de “‘cadeias de Kempe”,
fo1 aqui aplicada com sucesso na demonstragdo do Teorema de Brooks.
Esta ndo ¢ a demonstragio original [9], mas sim a de Melnikov e Vizing
[79].

Determinar se um grafo ¢ ou ndo 2-coloravel é bastante simples
vide Exercicio 6). Por outro lado, determinar se um grafo é k-coloravel
3) € um problema AZ?-m-completo [57]. Mesmo deter-
minar se um grafo planar € ou ndo 3-coloravel é AZ-m-completo
[114]. Por outro lado, determinar se um grafo planar é k-coloravel
(k = 4) € trivia eorema das quatro cores; basta verificar
s¢ o grafo tem ou ndo lacos.

— -
P o

=N

>

o

bl

v



CAPITULO V

O TEOREMA DE RAMSEY
E SUAS APLICACOES

1. Introducéo

Numa festa com seis Dartlcmantes existem trés que conhecem-se

iotnsn $2Ac ~rin Ancrnnhanom AA~ig a AI\IO

dois a dois ou existem trés quc aesconneceim-s€ aGois a QOis.

A afirmagio acima é um corolario de um teorema de F.P. Ramsey
ue sera visto na Se¢do 2. Nas Segdes 3 e 4 damos algumas aplicagdes
o Teorema de Ramsey a Teoria dos Grafos bem como a outras areas

e . 1

/O provar a auuuagau i C‘cu,
simples, ilustra bem as id¢ias

< N o,

Li

=%}
"3
0
[7¢]
o
=
o
(¢]
3
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Inicialmente, reformulamos a afirmagao dada, usando agora a

linguagem da Teoria dos Grafos. A uma dada festa, com participantes
P={p D p_}, associamos um grafo completo G com

lrl’r2’r37r4’r5’row eos et aitt LR
conjunto de vértices P. Para p; # p;, colorimos a aresta de G, com
extremos p; e p;, de vermelho ou de azul, conforme os participantes
pi€p;se conhegam ou nio. Resulta que trés participantes p;, p; i € Pk
conhecem-se dois a dois (desconhecem-se dois a dois) se € somente se

as arestas do triangulo Gip;, p;, p,] sdo todas vermeihas (todas azuis).

\

’
Assim a afirmagido dada é equivalente a p

PROPOSICAO 1. Para qualquer coloragdo, em vermelho e azul, das
arestas de um grafo completo com seis vertices,

Anailn ﬂ‘?ill
U Ui

)
as foram coloridas
14 r

seja v um vértice de G. Como v ¢ incidente a cinco
arestas, pelo menos trés destas sdo vermelhas ou pelo menos trés sdo
azuis. Suponhamos o primeiro caso, e sejam a,, «, € &, trés arestas
vermelhas incidentes a v. Sejam u, #, € u, 08 ou
arestas.
Se alguma aresta de G[u,, u,, u,] for vermelha, digamos aquela
com extremos u; € u;, entdo o tridngulo G[v, ;, u ;1 € vermelho. Caso

contrario, o tridngulo Glu,, u,, u,] € azul. (Veja a Figura 1.)

b



o——%9 u uj uy
v u, = v ou u

aresta azul ™~ T~ | |

e s’ \ou3 T~y \5“3
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Figura 1 — Ilustra¢do para a Proposi¢do 1.

~e o~

O caso em n quc v €i
tado analogamente. m
Observamos que as arestas de o
vértices podem ser coloridas de forma que G ndo tenha nem tridngulos
vermelhos, nem tridngulos azuis, conforme mostra a Figura 2.

~armnle
completo G com cinco

0

S0

al k, —co
dinalidade k. Um k-subconjunto de um conjunto 4 € um subcomunto
de A, cuja cardinalidade é k. Denotamos por p,4 o conjunto dos k-sub-
conjuntos de A, isto €

n A —

Pi

V-]
——

(R
11—’
Por uma parti¢do de um conjunto 4 em n blocos B, B,, ..., B,, enten-
demos que os blocos sdo subconjuntos de A4, dois a dois disjuntos, e
cuja unido é A. Note que permitimos que alguns dos blocos sejam

vazios.
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TEOREMA 1 (Ramsey). Dados naturais n, m e k tais que m > k > 1

e n>2, existe um natural { = R (n, m, k),
tal que dados um {-conjunto X e uma particdo de p,X em n blocos B, ,
B,, ..., B,, existem um bloco B; e um m-subconjunto Y de X, tais que

Ve

Y < B,
kI = D

Ja que o enunciado do teorema acima é um pouco complicado,
damos uma descrigao pictorica do processo envolvido. Dado um f-con-
nto X, formamos uma lista dos seus k-subconjuntos e colorimos cada

um destes com uma de n cores d ispom'v'ei" O Teorema 1 afirma que,
se ¢ for suficientemente grande, qualquer que e;a a coloracdo, sempre
encontraremos um m-subconjunto Y de X , tal que todos os k-subcon-

juntos de Y tém uma mesma cor.

Para demonstrarmos o Teorema 1, necessitamos de um estudo
mais detalhado do caso no qual particionamos os k-subconjuntos de X
em apenas dois blocos, isto €, n = 2. Este caso pode ser assim enunciado

TEOREMA 2. Dados naturais m, , m, € k, tais que m ,m, > k > 1,
existe um natural ¢ = S(m,, m,, k), tal que dados um
{-conjunto X e uma parti¢cdo de p, X em dois biocos B, e B,,

existe um m.-subconjunto Y de X, tal que p,Y, < B,,

- 1

ou

existe um m,-subconjunto Y, de X, tal que p,Y, < B,

Antes de demonstrar estes teoremas, apresentamos definigdes
indutivas das fungdes R e S, cuja existéncia € afirmada nos Teoremas
1 e 2, respectivamente. Quanto a S, temos

Smy,my,1)=m; + m, — 1 para m;,m, > 1 (1)
S(k,m,, k) = m, para m, > k > 1 (2)
Sim,, k, k) =m, para m; >k > 1 (3)

e Smy,m,, k) =1+ S(S(m, — 1, m,, k), b(ml,m2 L k), k—1)
para m;,m, > k > 1 (4)

Deixamos ao leitor a demonstragido de que o valor S(m,, m,, k)
esta bem definido para todo m,, m,, k, tais que m,,m, > k > 1 e que

Sim m k) = S(m m K > k

U\I'il, ";2, Ny = 1152, 'r;l, vyl v

Isto pode ser feito por indugdo em k, e para cada valor de k > 1, por
indugdo em m, + m,. Note que na prova do Teorema 2 usaremos
um esquema de indugdo analogo a este.
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Os valores de S(m,, m,, k) sdo ‘“‘enormes’, mesmo para valores
1 2

“pequenos” de m,, m, e k. De fato, pode-se demonstrar que a fungdo
S cresce mais rapidamente do que qualquer fungido primitiva recursiva
[94]. Aqui nos contentaremos em mostrar que

S(5,5,3) ~ 109395,

ilustrando ao mesmo tempo a definigio de S.

Inicialmente, observamos que, para m,,m, > 2,

. o (m+m,—2)
b(ml,mz,z)=\ <

] (5)
\ I’I’ll 1 /
onde o lado direito representa um coeficiente binomial. De fato, de
(4) e de (1),
Sm,,m,,2) =1+ S Sm, —1,m,,2), Sim;,m, — 1,2), 1) =
Sm, —1,m , 2+ Sm,,m, — 1,2).
\\AS] ’ 29 %7 1 \\bAS s =
Agora (5) segue por indugio sobre m, + m,, aplicando-se a formula
<\
[P\ _(p—1\_ [p—T1)
e N L Y
\9/ 9/ \1T7 7
Temos entao:

SG5,53)=14+ 5(54,5,3), SG,4,3),2).

Torna-se necessario calcular S{4, 5, 3) = S, 4, 3):
§@4,5,3)=1+ 5(53,5,3), S44,3),2)

=1+ S(S3

Assim,
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Usando-se a aproximagdo de Stirling:

obtém-se
S(5,5, 3) ~ 106395,

Isto €, para escrevermos o valor exato de S(35, 5, 3) necessitamos de
mais de 6 000 algarismos, ou seja pelo menos trés paginas deste texto!

Recomendamos ao leitor que reflita sobre a estima itiva do valor de
S(6, 6, 4).

Quanto a fungdo R, temos a defini¢do indutiva:
R(2,m, k) = S(m, m, k) para m > k > 1 (6)
e
Rn,m k)= S(Rn— 1,mk),mk)paran>2em=>k =1 (7

O leitor ndo tera dificuldades em verificar que o valor de R(n, m, k)
esta bem definido para n > 2 e m > k. Notamos apenas que

1 s e

Rinym,1)=nm—1)+ 1 para n =22 em = 1.

——
A

Passemos as demonstragoes dos Teoremas 1 e 2.

Demonstragdo do Teorema2.. No que segue, consideramos triplas
ordenadas de naturais (m,, m,, k) com
otamos S(m..m.. k) por £ e supomos dados

m m > EF >1 Den
= zZ i. ASF A R UL 1 gy V) pPV2 o st LRSS

re n wai nv

-
-~

l 2 =z
um ¢-conjunto X e uma partigio de p, X em dois blocos B, € B,. A
o 4

stard provada para a tripla (ml, m,, k), ao
exibirmos um m,-subconjunto Y, de X, tal que p, ¥, & B, ou um
m,-subconjunto Y de X, tal que p, Y, € B

Demonstramos o teorema por indugdo sobre k e chamamos esta

an dn teorema
AW (3

[»Ye)
lll 11layayv \-IU I.\.«U Ak1

(]

indugdo de externa. Para k=1, { =m, + m, — 1 (de (1)), e para
todo conjunto Z, podemos 1dentiﬁcar p,Z com Z. Resulta entao:
|B,|+ |B,|=|X|=€¢=m, +m,— L 9)

Se | B,| = m,, entdo para qualquer m, -subconjunto Y, de B,

7 A ¥4 P n
p,Y, =Y < B,.

Se por outro lado | B, | < m,, resulta de (9) que | B, | > m,, logo para
qualquer m,-subconjunto Y, de B,,

p,Y,=7Y

2 2

< B,.
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Isto prova a base da indugdo externa.
Quanto ao passo da indugio externa, fixamos um valor dek > 1
supomos a afirmagdo verdadeira para triplas (m;, m,, k —1). De-
monstramos a afirmagio para triplas (m, , m, , k) por mducao sobre

m, + m,, indugdo esta que chamamos de interna.

A base da indug@o interna ¢ dada pelo caso em que m, + m, = 2k.
Como m, ,m, > k, segue que m, = m, = k. De (2), temos que { =
logo |p,X| = 1. Assim B, ou B, ¢ igual a p, X, bastando tomar ¥, = X
, respectivamente.
er o passo da indugdo interna

m,, k), com m, + m, > 2k e supomos a afirmagdo ser verda

para triplas (m}, m}, k), com
m/ +m) <m + m,.
Se m, = k, entdo de (2), { = m, e se B, # (J, tomamos qualquer

elemento de B, para Y, . Se por outro lado B, = , entio p X = B,,
logo Y, = X satisfaz a afirmagao. Raciocinio analogo resolve o caso
em que m, = k. Finalmente, se m,,m, > k, colocamos

! — oy £/
m, = S(m

__ 1_ PR Cf... ana >
1,m,,k) e m, = Sim,, m, — 1, k),

e assim, de (4),

[,
A
—

[S—

D
S

D' A D' £~
D, € D, 10TiNani UiMa par rti

indu¢do externa, X’ contém

’ . ! ! !
um m;-subconjunto Y, com p,_, Y, < B
ou

In
&y

E suficiente considerar o primeiro caso, pois demonstragdio analoga
vale para o segundo. Temos entdo:

Y| =m| ep._,Y, S B, (11)
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Definindo agora, para i = 1,2

1 2 YRR L2 B
V' | — s — Claaa 1 2 I\
| £ 44 = 118y AU Ly, iy 5 Ny

pela hipotese da indugdo interna, Y contém

um (m, — l)-subconjunto Y, com p, Y| € B/,
ou
...... l_..vu. srend o~ LI/ mamn e LTI/ c n’/’
ulll Illz uoLonjumo 71 29 CoulIIl pk 1 2 = DZ'
No segundo caso, € suficiente tomar Y, = Y/, ja que
p.Y, = B/ < B,.
No primeiro caso tomamos
e’
Y =Y/ uU{x}.
Afirmamos que p, Y, = B, . De fato, os k-subconjuntos de Y, que ndo
contém x sdo k-subconjuntos de Y. Logo, pertencem a B} que € um

-

subconjunto de B,. Por outro lado, seja 4 um k-subconjunto de Y,
que contém Xx. Entao A = A\{x} ¢ um (k — 1)-subconjunto de Y’l.

(11), A’ B;. Pela construgdo de B;, A" v {x} = A€ B,. Isto
completa a demonstragdo do teorema. m

R(2,m, k) = S(m, m, k).

A tese segue do Teorema 2. Fixamos agora um valor de n > 2 e su-

mATIAS N I’ar\rnmn wvardadaie~n saen tAadA s/ tal Asia DV — s o e

PVILIVD U WvVUlLlilIa veluauliiv pala uv n, uwal ‘LIUC L > 1.
Sejam ¢ = R(n, m, X um {-conjunto ¢ B,,B,, ..., B, os

k),
blocos de uma parti¢ao de p,X. Definimos

-~

B, =B, UB,u..UB
B; e B, formam uma particdo de p, X em dois blocos. Com

{ = R(n, m, k) = S(R(n—1,m, k), m, k),

resulta do Teorema 2, que X contém
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um R(n — 1, m, k)-subconjunto Y ,compY < B,
um m-subconjunto Y,, com p, Y, < B,.

0 segundo caso a tese € verificada parai = ne Y = Y,. No primeiro

Bl =®Y)nB, (=12 .,n-1),

formam uma parti¢do de p,Y,. Como

Y, | = R(n—1,m, k),
a hipotese da indugdo implica que existem um i € um m-subconjunto Y
de Y, tais que p, Y < B}. A tese segue dlretamente \pois B < B,.m

Encerramos esta secdo com trés observagoes.

Recorrendo ao principio da indugio tramf_n (veja por exemplo
no livro de Halmos [47]), podemos ehm r a indugdo dupla usada na
demonstracdo do Teorema 2. Para tanto,

Q de N x N x N, definido por
Q={(m1,m2,k)eN X

m
Sobre o conjunto Q definimos a relagio <

Conmderamne o suhconiunto

FRISIDARSLA IV M SR UMy eaa Y

W
X
2

m,,m,, k) < (m’l,m’z,k’) sse k <k
ouk=kem+m,<m +m
ouk=k'em+m,=m +m,e

0 Teorema 2 pelo principio da indugido transfinita, usando esta boa-
ordem, corresponde exatamente ao que foi feito na demonstragio
apresentada.

ﬂnPerns observar agora, que o Teorema de Ramsey é uma gene-
ralizagdo do “‘principio da casa do pombo’’. Este principio afirma que

3
E‘l.'
>
=)
(4]
=3
(@)
7
=)
~}
Y
oV
7
o

ao distribuir n + 1 nnmhnq em n ¢

AR 22 NSRRAU NI WwAAR I8 W

a ap
contendo dois pombos (confronte isto com o Ex CI’ClClO D I 31). Pois
bem, o caso particular do Teorema 1 para k = 1, isto é, quando par-

ticionamos os 1-subconjuntos de X, vale dizer o proprio X, afirma que
lveja (8)):
“Se X € um conjunto de cardinalidade R(n, m, 1) = n(m—1) + 1,
e B,, B,, ..., B, ¢ uma partigdo de X, entdo existe um i, tal que
| B;| = m.”
Esta afirmacdo ¢ uma conseqiiéncia simples do principio da casa

AV § ¥\ 9 uiilia vansa



do pombo. Porém, uma analise cuidadosa da demonstracdo do Teo-
rema de Ramsey, revela que este é obtido através de uma iteragdo com-

plexa do caso particular em que k= 1. Tal iteragdo € descrita pelo

A~
o dupla empregada na demonstragio do Teorema 2,

Pprocesso dei G
acrescido da md

¢do com a qual provamos o Teorema 1
Finalmente observamos que oS Teoremas‘ 1 e 2 afirmam a exis-
téncia de naturais, para valores dados de n, m e k e de m, m, e k,

respectivamente, possuindo as proprxedades enuncxadas Dai segue a
emtenma de um menor numero natural satisfazendo estas propriedades,

nos casos dos Teoremas 1 e 2, respectivamente. Com esta notagao, os
Teoremas 1 € 2 provam que

R(n,m, k) e s

P S,
rin,m, k) <

(A

b 221 m
,”l . Ill2 s V)

—
IA

Sim m.. k
v\"ll, ."2’ LA d

N’

Conhece-se muito pouco a respeito das fungdes r € s; suspeita-se no
entanto que os limites superiores R e S excedem de muito 0s valores
respectivos de r € s. A obtengdo de limites inferiores € superiores ‘‘ra-
zoaveis’’ para r € s € um dos problemas 1m 1---no_rtan_tcs (e aparentemente

| had
dificeis) da Combmatorla. Alguns dos poucos resultados conhecidos

3. O caso particular dos grafos (kK = 2)

O Teorema 2, no caso particular em que k = 2, isto ¢, quando
particionamos os 2-subconjuntos de X, admite varias interpretacoes
na linguagem da Teoria dos Grafos. Damos em seguida uma destas,

que é particularmente (til para generalizagdes. Deixamos outras para
os exercicios. Note que a Proposi¢do 1 é um corolario do seguinte

TEOREMA 3. Dados m,, m, > 2, seja G um grafo completo com

( m, +m, — 23
\ m, — 1 /
vértices. Para qualquer coloragdo das arestas de G com as cores ver-

melha e azul, G tem um subgrafo completo com m, vértices cujas arestas
sdo todas vermelhas, ou um subgrafo completo com m, vértices cujas
arestas sdo todas azuis.



Demonstragdo. Seja X o conjunto dos vértices do grafo G. A coloragio
dada das arestas determina uma particdo de p, X nos
B,, correspondentes as arestas vermelhas e azuis, respecti-

i £\

e
vamente. Agora, de (5)

o« o m, +m, — 2
b(ml,m2,2)=\ m — 1 /
1

Pelo Teorema 2, X contém um m -subconjunto Y ,comp,Y < B
ou um m,-subconjunto Y,, com p, Y S B,. Assim, G[Y,] (ou G[Y,])
€ um subgrafo completo de G, com m ( u m,) vértices, cujas arestas
sdo todas vermelhas (ou azuis). ®

Ja mencionamos que o Teorema 2 deixa em aberto a determinacdo
dos valores de s(m,, m,, k), limitando-se a garantir a sua existéncia

af’rmar aue

v S4L AR ARACAL \1
s(mlsmzsk) b(m‘l’m‘)’k)

Naturalmente, sm ,m,, k)= Sm,, m,, k)yquandok = 1ou m, =k
oum, = k. Todos os outros valores conhecidos de s(m, , m,, k) estdo
contldos na Tabela 1, cujos valores referem-se ao caso particular do

w

.
e’ 3 4 5 6 7
ml
3 6 9 | 14 | 18 | 23
4 9 | 18
k=2
5 14
6 18
7 23

Tabela 1 — Valores conhecidos de s(my, m,, k).

grafos (k = 2). As demonstragdes de alguns destes resultados sio com-

plexas, ndo sendo possivel generaliza-las. Quanto aos ores de
r(n, m, k) a situagio é vial é:

s val
ainda pior. A tnica mformaca 0 nao tr
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Além destes valores, existem varios resultados do tipo:

102 < 5(6, 6, 2) < 210,
13 <s5(4,4,3) <19,
ou 49 < r(4, 3, 2) < 65.

Conhecem-se ainda alguns limites inferiores gerais. Mencionamos
dois aqui. O primeiro, demonstrado construtivamente, afirma que
rin.m.2) > _1_ Iq = F

rin,m, 2) 2 5 I ={.
Por ‘“demonstrado construtivamente” entendemos que baseando-se
na demonstragio, podemos exibir uma n-coloragdo das arestas de um
grafo completo G, com ¢ vértices, que satisfaca a seguinte propriedade:
m,..hu... subgrafo completo de G, com m vértices, € monocromatlco

segundo limite inferior é demonstrado néo-c
sendq obtido pelo “método probabilistico’.

3

C>
=
7
-
=
c
o
<
o
[
[l
[¢']
=
-
wﬂ:

2, r(n,m,2) > 2n™'?"'. Em particular,
om/2.

v v

Demonstracdo. Consideremos um grafo completo G com ¢ > m vér-
tices. O numero de coloragdes das arestas de G com as
ncores 1,2, ...,n é:

O numero destas coloragdes para as quais G tem um subgrafo
completo de m vértices, cujas arestas sao todasdecori (i=1,2,...,n),
é b, onde

; o (© o
b< ({n'v ™~ ‘2.

Pelo Lema 1, a seguir, se m < { < 2n™271, entdo nb < a. Resulta
que neste caso, existe alguma coloragio das arestas de G, tal que nenhum
dos subgrafos completos de G com m vértices tenha todas as suas
arestas de uma mesma cor. Logo,

r(n,m,2) > 2271
A desigualdade s(m, m, 2) > 2™'2 segue "da observagio de que
s(m, m,2) = r(2, m, 2).



LEMA 1. Se m < ¢ < 2n'272 entdo nb < a.

Demonstrag¢do. E facil ver que

[/ oy me
nb<all"\n'(2) |
= }-\m/ -Jl.
Por outro lado,
VAR s BN m n ~ ~ PN _
({\}nl—(z)=“{ 1) ... (¢ m + l)ni—ni(m—u/z <
\ 1/ 1.2...m
(""’1({_ l)nl_m(m_l)/Z
< =1
Como ¢ < 2n™271 por hipédtese, segue que
/ f\\ 1 -{™ (22— 1ym—1 (2m/2-1 _ pl—mm—1)/2
( n \</ < \ J \ 7] _
\m) 2m-1

=nTmREMTl ) =1 — (1™ — )2 < 1.

Assim, nb < a. m "

Além da determinagdo dos valores de s(m 1,,m,, 2), também sdo
de interesse, para um entendimento completo do problema, as colo-
ragdes, em vermelho e azul, das arestas de grafos complétos G com

s(m,,m,,2) — 1 vértices, para as quais G nem contém um grafo
completo vermelho com m, vértices, nem um grafo completo azul

IIl
com m, vértices. Os grafos induzidos pelas arestas vermelhas de tais
coleracoes sdo chamados de grafos de Ramsey do tipo (m,, m,). Eles
possuem em geral estruturas interessantes e um alto grau de simetria.
Dois casos conhecidos sdo dados na Figura 3, outros podem ser encon-
trados nos Exercicios 6 e 7.

Finalmente mostramos que
infinidade de problemas extremos
dois grafos simples, com m, € m, vertices. ‘O Teorema 3 implica que
para valores suﬁ01entemente grandes de ¢, qualquer coloragio das
arestas de um grafo completo com { vértices em vermelho e azul,
contém um grafo isomorfo a G,, cujas arestas sdo vermelhas, ou um
grafo isomorfo de G, , cujas arestas sdo azuis. Chama-se mimero gene-
ralizado de Ramsey r(G,, G,), a0 menor valor de ¢ satisfazendo a
afirmagao acima. Definem-se amda grafos de Ramsey do tipo (G,, G 2

aos grafos induzidos pelas arestas vermelhas das coloracdes de um

Teorema de Ramsey da ugar a uma
na Tcoria dos Grafos Rf-iam (Jl e GZ

i SR SINVO. v jair U

[72] Ol
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v o / . / \
\ / /
\ / JX /\N‘Z\j
\L 4/ b'\\ - X
\6/

Figura 3 — Grafos de Ramsey do tipo (3,3) e (3,4).

grafo completo com r(G,, G,) — 1 vértices que nem contém um G,

vermeiho, nem um G, azul
Algun d-ste, s problemas estido resolvidos, em outros casos tém-se
apenas resuitados parciais.

4. Qutras aplicacées do Teorema de Ramsey

Nesta secdo apresentamos tr€s ap
referentes as areas de Geometria, Teori
Semigrupos Finitos.

m
(oW
(@]
w
Z
c
=]
o
-
o]
7]
[¢]
] ¢
[q’]
o]
=
"]
Q.
©
7

Uma aplicacdo a Geometria

TEOREMA 5. Dado um natural m > 4, existe um menor natural f(m),
tal que quaisquer f(m) pontos no plano, trés a trés ndo
colineares, contém m pontos que sdo vértices de um poligono convexo.

Demonstracdo. A demonstragio utiliza dois lemas geome
0

"r ™m
}Jlo ’as Olllltl

w
53
()
7]

o]
=
(¢)

3
(@)
o
172]
a N
-t
(2]
(@)
@)
=
-
-t
o
o
7]
5

ARA

[45] ou [102].

>

LEMA 2. Entre cinco pontos no plano, trés a trés ndo colineares,
existem quatro que sdo os vértices de um quadrildtero convexo.

LEMA 3. Se entre m > 4 pontos no plano, trés a trés ndo colineares,
cada quatro sdo os vértices de um quadrildtero convexo,
entdo os m pontos sdo os vértices de um poligono convexo.
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Mostramos agora que

De fato, seja X um conjunto de S{m, 5, 4) pontos no plano, trés a trés
nao colineares. Particionamos p,X em dois blocos, como segue

B, ={Aep,X|os pontos em A sio vértices de um
quadrilatero convexo},

aam  zrmea  =a [ I s

Teorema 2, X contém um m-subconjunto

A4
O I.,
ou um 5-subconjunto Y,, com p, Y, < B,. Do Lema
segundo caso é 1mposswel. Do Lema 3 segue que os m pontos em Y,
sdo os vertices de um poligono convexo. ®m
Quanto aos valores da fungdo f(m), sabe-se que, para m > 4

[em—
.

Conjetura-se, por outro lado, que f(m) = 2™~ 2 + 1 para todo m > 4.
Observamos que o limite inferior acima e a demonstragio dada do
Teorema 5, implicam que

s(m,5,4) > 2"~

9 -~

Uma aplicagao a Teoria dos Numeros

TEOREMA 6. Dado um natural n > 2, existe um menor natural
n), tal que para qualquer parti¢do do conjunto

(1,2, ..., gn)}

em n blocos, existem numeros x, y e z num mesmo bloco, tais que

X+ y=_

o
—

Demonstragdo. Vamos mostrar que

g(n) < R(n, 3, 2).

De fato, seja ¢ = R(n, 3, 2). Dada uma partigdo de X = {1,2, ..., ¢}
em n blocos C,, C,, ..., C,, definimos a seguinte particdo de e p,X:

B,-={{j1,j2}ep2X| lj, —J, | € C} i=12..n.

Pelo Teorema 1, existe um bloco B; e um 3-subconjunto {j,, j,,j,}
de X, tais que {1,,1,} {1,,/,}, {Vl},vls} pertencem a B;. Assim

L P
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"<

Ijl —J; i’ ijz —J; i’ ijl = Js | € C;.
Sem perda de generalidade, podemos supor que j, > j, > J- Co-
locando

x=jy—=Jp Y=l J3¢2=) ~ s
1. . b oxy e = 7 D A o lada » 4 v = ~»
resulta que€ x, y, 2z € L,;. Por outro 1ado, x +y=2. &

Quanto aos valores da func o g(n), sabe-se que:

e um limite inferior para g(n) é também um limite inferior
2). Esta é uma das razdes dos esforgos para determinar

TEOREMA 7. Dado um semigrupo finito S e um natural m > 1,

existe um menor natural k = k(S, m) tal que toda
seqiiéncia (a,, a,, ..., a,) de elementos de S contém m segmentos con-
secutivos, 0 vroduto de cada segmento sendo um mesmo idempotente

e de S. Mais precisamente, existem e€ S e 1 < j, <j, < ... <Ju <
< jm+q, < k, tais que
— — — —_— — p2

all a.lz'l a.iz a.i3'l - alm Jm+1~1 e= e

Demonstragdo. Mostramos que para m = 2,
k(S,m) < R(|S|,m+ 1,2).
(Para m = 1 o resultado segue do caso em que m = 2.) De fato, seja
{ =R(S|,m+1, 2) Definimos a seguinte particdo dos 2-subcon-
juntos de X = {1,2, ..., ¢}:
— I‘-' 1l € ﬂ —
Ba: s Js €4 I ,eai...aj_l=al ( ES)

Pelo Teorema 1, existem e € S e um (m + 1)-subconjunto Y de X, tais

que p,Y € B,. Sendo Jj; <J, < ... < Jjm+, 0s elementos de Y, resulta
que {j,,/,}> {_/,,],} e {J,5J3} pertencem a B, isto é
e=all ...a.’.'z_1 =aj2 03 1 =
— ~ \ {~ ) Yy = 22
- \u“ -Uj2_1) \ujz ..-uls_li —_— .

Logo e = e2,isto é, e ¢ um idempotente de S. A tese segue da pertinéncia
de {il ’jz}’ {jz’j3}’ seey {jm’jm+ 1} a Be' n



EXERCICIOS

1.

r

I

h

'Cl’\

Dados naturais m,, m, > 1, mostre que existe um menor natural
{ = h(m,,m,) tal que toda sequenc1a s=(r,,r,, .., r,) de nime-

21 contam 1ima
res réais coniem uma

ou
uma decrescente de m, termos. Mostre que h(m,, m,) =

=m;—1)(m,—1)+1. (Uma subseqiiéncia crescente de m termos
de s éumaseqiiéncia (r;,, 7, ...,r; ), talquel <i, <i,<...<i, <{
er,<r,<..<r.)

Na 4
UClllUl oul

rea
Dadosn >2em.,.m,, ... m,
t=Nm,m,,.. m,,, k) tal que dados um {-conjunt
parti¢do de p, X em n blocos B, B, , ..., B,, existe um i (
e um m;-subconjunto Y de X, tais que p, Y < B;.

de
, existe um menor natur

v
-
v §
""O
IS
T ¢}
c
=
oo

meros definidos no exercicio amerlor satisfazem

@ Nm,,m,,..m,, k).s 1+ Nm,,m,, ..., m,’,.,k— 1), onde
m omi_ ,mi—1, mi ., ....,m,k),

n,m,, ...m,)=1+ Y (m—1),

- 7 < m, +m, + ... + m, — n)!

(m, — ! (m, — D! ...(m, — 1)’

Mostre que todo grafo simples com s(m, , m,, 2) vértices tem um
subgrafo completo com m, vértices ou um conjunto independente

an saa PRy SR
(4

uc Ss¢ S("l — 1 "12,4) < A("ll,"lz — 1,2) S40 ¢
pares, entdo s(m,,m,,2)<s(m, —1, m,,2)+ s(m,,m, — 1,
Como uma aplicagdo, mostre que s5(3, 4, 2) <

o

. Mostre que o grafo cujos vertices sdo os residuos 0,1, ..., 16

7 1"’\

(m 1/7) € no qual vértices i e _] sdo a(l]acen[es S€ € Somente S€
'—izil +2 4+4 +8 (mod 17) é um

rafo de Ramsey do

AR AT W

~

, 2, +4, +8 (mod 17) é um g
A W ¢

tipo (4, 4). Mostre que s(4, 4, 2) = 18.

Mostre que s(4, 4, 3) < 19. Ache o melhor limite inferior que
vocé consegue para s(4, 4, 3).
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13.

14.
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17.

O Teorema de Ramsey e suas Apucacoes

w
~J

Mostre que f(4) =5 e f(5) = 9. (Veja Teorema 5.)

Mostre que para n > 3, r(n, 3,2) < nr(n — 1, 3, 2) + 2. Usando
r(2,3,2) = 6, mostre que r(n,3,2) < |n'e] + 1. Conclua que

g{*i) < |n'e] + 1. (Veja Teorema 6.)

Mostre que g(2) = S e g(3) = 14 (veja Teorema 6). Mostre que
para todon > 3, g(n) > 3g(n — 1) — 1. Mostre que g(n) > %3"
paran > 2. Conclua que r{n, 3,2) > —é— 3"

. Mostre que se S for um grupo finito, entdo k(S,m)=m | S |

Mostre que se S é um semigrupo finito, entdo k(S, 1) < 2'5

(Veja Teorema 7.)

Usando os Exercicios 3 e § e os resultados na Tabela 1, mostre que
5(5,5,3) <2 x 10*4°3.

Compare os limites inferiores para r(n, m, 2), dados pelo Teorema
5 e pelo limite inferior construtivo.

t , u
atural { = R (n, m, k), tal que da
o de X* em n blocos B,, B,, ..., B,,
existem um bloco B; e um m-subconjunto Y de X, tais que Y z c B,.

(Aqui, X* denota o produto cartesiano de X com si mesmo, k vezes.)

—
V2]
—

l

= ¢ (m, p), tal que p
de integridade D, de caracteristica distinta de 3, X cont¢ém um
m-subconjunto Y, tal que paratodo x, y, zem Y, x? + yP 4+ zF # 0.

Sugestdao — Observe que para a, b e D, o polindmio ax?+ b

tam nAa ma n
111 11V 111AALLILILIV 1/

+ s(p + 3, s(2p + 2, m, 2), 3).

Dados naturais m,, m, > 2, prove que existe um menor natural
= h(m, , m,), tal que toda ordem parcial finita de cardinalidade
pe]o menos ¢ contém uma cadeia de cardmalldade m, ou

ima ant ad Ada s lidada —
ma anticadeia de cardinalidade m,. Prove que n\lul,lnz) =

Dados naturais m, p > I, mostre que existe um menor natural
¢ ara todo #-subconiunto X de um dominio

VR UVVLILWILLY /3 MV Waal aUaasiaas

= (m, — 1) (m, — 1)+ 1. Obtenha o Exercicio 1 como corolario da
afirmagdo acima. (Um subconjunto de uma ordem parcial ¢ uma
cadeia (anticadeia) se seus elementos forem dois a dois comparaveis
(incomparaveis).)



18. Prove a versdo infinita do Teorema de Ramsey: Dados naturais
n > 2ek > 1, um conjunto infinito X e uma partigdo de p, X em
n blocos B,, B,, ..., B,, existem um bloco B; € um subconjunto
infinito Y de X, tais que p.Y € B,.

Pt
.\Ci

Dados naturais n,m > 1, prove que existe um menor natural
{ = p(n, m), tal que dada uma particdo do semigrupo llVl’C )
(Z* = Z*\l), gerado por X, em n blocos B,, B,, ..., B,, toda
palavra de £* de comprimento pelo menos ¢ pertence a L* BFX*
para algum i, I < i < n. Prove que p(m, n) = m". Conclua que
m". {(Veja Secao D.1.2))

r(n,m,2) > m". (Veja 2.)

g
20. Dados naturaisn > 2, m > k > 1 e p > 1, prove que existe um
menor natural € = ¢(n, m, k, p), tal que dados um alfabeto X de
cardinalidade p e uma parti¢do de Z* em n blocos B, B,, ..., B

toda palavra em X*, de comnrlmento pelo menos ¢, con

HN
o
'B
=t
B
a

Y
k pertencem a um mesmo bloco B;. (Dadas palavras x € y em X*,
x € uma subpalavra de y, x < y, se existem um natural g e palavras
Xis Xgs woes Xgs Voo yl., coes Voo tais que X =XX,..X, €ey=
= VoX V1 oo Xgq- ASSim X<y se 1 4
embaralhamento de {x} com Z* (veja Ex
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versdo infinita de seu teorema (Exercicio 18), e que vem sendo estu-
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f(m) sdo devidos a Erdos e Szekeres [30], [31], [117].
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em [126].

b
tragdo da decidibilidade de problemas na Teoria dos Autématos
Finitos [74], [76]. O Exercicic 18 ¢ de Schiitzenberger [109]



1. Introduc3o

Neste capitulo introduzimos grafos orien
S e a cada aresta ¢ dada uma ‘‘dire¢ao’’. Desta torma fala-
remos de cortes e circuitos orientados, como sendo aqu m Qi
todas as arestas tem a mesma ‘‘diregdo’. O Teorema da dicotomia,
da Secgdo 2, afirma que as arestas de um grafo orientado sdo de dois
tipos: aquelas que pertencem a cortes orlentados e aauelas oelas

quais passam circuitos orientadc
Sec¢do 3, estudaremos os gra
grafos acwllcos.

Uma orientagdo de um grafo G é um par ordenado (i, f) de fun-

¢Oes, ambas de aG em VG, tais que para cada aresta o« em aG, ix € fa
sdo os extremos de ¢« em G: ia é 0 extremo inicial de a e fo 0 extremo

DAV WU WL LA wWiii W waaa ~Sved

final de «. Um grafo orientado D consiste de um grafo GD, chamado
de grafo subjacente de D, e de uma orientagdo de GD.

Na representagdo de um grafo orientado por um diagrama, co-
locamos, em cada aresta «, uma flecha que aponta de ia para fo. As-
sim, no grafo orientado da Figura I, v, € o extremo inicial das ares-
t

[ 4
as a, € a, € € o extremo final de “1’ ag € o

(¢3]
V1
o/ o
o e
/ A Q7
Va - Q6 Va
\ /
o \ / as
\\)_// )

V3
Figura 1 — Um grafo orientado.
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No que segue, ao aplicarmos um conceito ou propriedade, defi-
nido para grafos (ndo orientados) a um grafo orientado, subenten-
demos que estamos aplicando o conceito ou propriedade ao seu grafo
subjacente. Assim podemos dizer que um grafo orientado é conexo,

u q ue P € um passeio num grdlo orientado, etc.
Seja D um grafo orientado, (/, f) sua orientagdo. Para um subcon-
junto X de V, o subgrafo orientado D[X] gerado por X € o grafo orien-
tado que tem GD[X] como grafo subjacente e (iy, fy) como orien-

~rYyn

tagdo, onde iya = ia e fya = fo, para cada aresta a de GD[X].

Um passeio P = (v v %y Yy \ em D é orientado se nara
passelo o,wl,.l,...,wk, em ntado se para

todo j tal que 1 <j < K, o = v;_, (ou de maneira equivaiente,
fo; = v;). O circuito (v,,a,,v,, o, v,,%,, v,, %, v, ) no grafo orien-

tado da Figura 1 ¢ orlentado

tnﬂA;An\' 14 tonmr NNPoDCC o 1ITTMm N0 ‘I MmN
KLKNAIGO ). U Tem acess C uill Caminno o

>
N
3

R,

~

tado de ¥ a v em D. A segunda € a relagdo de ligagao forte, denotada
por «» p (ou simplesmente, <> se D for subentendido): u € forte-
mente ligado a vem D (u «v) se u = v e v —» u. Naturalmente, a re-

la~rxA Aa VaY-YJVaY 1 tonmort a Aa }11' A3~ Fartoe A Ao anirs

1a¢a0 aGC aClsSoO € reii exiva € uaumuva, €a ac 5 ¢ao 101€ € GC cqul-
valéncia. Em vista da simetria da relacdo de ligacao forte, dizemos
simplesmente que u € v sdo fortemente ligados em D quando u ¢ for-
temente ligado a v em D.

Considere o corte 6(S) associado a um subconjunto S de V; se

todas as arestas de 4(S) tém seu extremo inicial (final) em S entdo S

w111 DL 1) a1l

,,,,,,,,, NP A"

€ uma fonte (sorvedouro) € em ambos 0s casos o corte d(S) de S é orien-
tado. Um subconjunto d de a € um corte orientado se existe um sub-
conjunto S de V tal que o corte §(S) de S é orientado e igual a d. A
Figura 2 ilustra esses conceitos.

_——— _— - e
o\ {/ 1 o
S o \ 2 o V/S S o / \ o T=V/S
O=—f \\ o] o— —=©
/3 N\ / /3 /
ocorte 0(S)de S iguala S € uma fonte, T um sorveuouro

0(S) = 6(T) é orientado, Ll 2, 3}
¢ um corte orientado.

Figura 2
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2. O Teorema da dicotomia

Para D um grafo orlentado seja cir D o conjunto das arestas de
D pelas quais passam circuitos orientados: seja cor D o conjunto das
arestas de D que ertencem a cortes orientados.

)

TEOREMA 1 (Teorema da dicotomia). Seja D um grafo orientado.

Entao a unido de cir D e cor D

é aD, sua intersecdo o vazio. (Ou seja, toda aresta de D pertence a um
cuito orientado, ou a um corte orientado, mas ndo a ambos.)

A titulo de ilustragdo, verificamos o Teorema 1 para o grafo

orientado da Figura 3.

%)
-,
‘!

\ 1 / AN C, = (s, 11,413,y 16, 5)

\ - // ) ,q/V/\\ Cz = \’v, 4, n,lS,z, 14, ‘v)
8Y \ / 9 14 d({x}) = {5, 6}

o({v,w, x,z}) = {3,6,7,8,9, 12
15 o) = {1,2,9, 10}
z -
\ / 7w
AN / /
N\ |/ /
Yy 6 X
Figura 3 — Uma ilustragdo do Teorema da dicotomia

Teorema 1. Seja o. uma aresta de D, considere as
seguintes afirmagoes:

Drar nzactn s AN
Demo istragdo a

(1) « € cor D,
(ii) existe em D um sorvedouro que contém fx mas ndo ix,

(iii) fa + ia,
(iv) o ¢ cir D.
A equivaléncia de (i) e (ii) ¢ imediata. As equivaléncias de (ii)

e (iii), e de (iii) e (iv) seguem dos Lemas 2 e 1, abaixo, respectivamente.
Assim, (i) e (iv) sdo equivalentes, o que mostra o teorema.
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LEMA 1. Seja D um grafo orientado, o uma aresta de D. Entdo fa — i
se e somente se a € cir D.

LEMA 2. Seia D um erafo orientado, u e v vértices de D. Entdo u—v

VYAl R LJ Y =4 b “JV wr sIREREL g v SS9

se e somente se todo sorvedouro que contém u contém iam-
bém v.

e .
qu C, (i, a, far) Cz, nesse cas

(¢

tais C

tado de fa a ix e portanto fa — ia.
Por outro lado, se C = (vy,a,,V,, ..., &, V) ¢ um caminho

orientado de fa a ix em D entdo C(ia, a, fo) € um circuito orientado

que passa por oc, pois para todo inteiro j tal que 1 <j < n, temos
que v, # v;, ou seja fo # fa; e portanto a ¢ aC. demonstragao do
lema esté completa. |

Demonstra¢do do Lema 2. Suponha que u — v, seja S um sorvedouro

que contém u, C = (v, G, V,,...,0,, V,)
um caminho orientado de ¥ a v em D. Como v, = u, entdo v, € S.
Como S é um sorvedouro, entdo, para todo j tal que 0 < j < n, se

v;_, pertence a S entdo v;€ S. Segue, por indugdo, que VC < S.
Em particular, v, € S. Ou se]a ve S. De fato, se u — v entdo todo

sorvedouro que contém u contém v também.
Suponha agora que todo sorvedouro que ontéem u conte %

A tad " -v—v by ek 111

~A

também. Seja S o conjunto dos vértices a que u tem acesso. Para toda
aresta a tal que ix € S, temos que u — iz e ia — fo, portanto u — fa,
ou seja, fu € S; S é entdo um sorvedouro. Como u — u, entdo u € S
e portanto ve S. Ou seja, u —» v. De fato, se todo sorvedouro que
contém u contém v entdo u—v. A demonstragdo do lema compieta

ado Teorema |. = =

O leitor atento notara a semelhanga entre a demonstragdo do
Lema 2 e as dos Lemas 1.1 e 1.2.

Conforme foi visto na Secdo 1, a relagdo de ligagdo forte € de
equivaléncia. Seja p a particio de V' que consiste das classes de equi-
valéncia da relagio de ligagdo forte em um grafo orientado D. Para
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cada elemento X de p, D[X] ¢ um componente forte de D. O conjunto
¢fD dos componentes fortes de D é entdo igual a {D[X]|X ep}. A
Figura 4 mostra os componentes fortes de um grafo D. Um grafo orien-
tado D ¢ fortemente conexo se quaisquer dois de seus vértices sio for-

temente ligados. O grafo da Figura 1 é fortemente conexo.

t 2 u u
= AN
S —T1 N/ /.. N S / oV
s 13 N, v\ | 14~ |
U LAV I e
12
/ 13 =z 4
84 k16 14 v4
9 16
A 15
.d / s e Nl \ / I N
\ J 15 Nw \ | N
N7 —) \ y
'y 13 x X 2
Figura 4 — Os 4 component tes fortes do o grafo orientado da Figura 3.

Caracterizamos agora os grafos fortemente conexos:

TEOREMA 2. Seja D um grafo orientado. Entdo as seguintes afirma-
¢Oes sdo equivalentes:

(i) D é conexo e cir D = aD,
(1) D é conexo e cor D = (¥,
(iv) VD e o vazio sdo os unicos sorvedouros em D.

Demonstracao. Para mostrar que (i) im

fortemente conexo. En

Ademais, para cada aresta o de D, fa —
Lema 1. De fato, (i) implica (ii).
Pelo Teorema da dicotomia, (ii) implica (i1i).

Dara mnactrar Avia {131\ ssmemlincag crrsmam~emlen ~aan ala

raia idoiiai quc iy uupuua \1V}, aupuuua quc \lll) let: bt:_]d S
um subconjunto proprio e ndo vazio de V. Como D é conexo, entio
o corte 6(S) ndo € vazio, pelo Corolario 1.2. Como cor D =  entdo
0(S) ndo ¢ orientado. Portanto, S ndo é um sorvedouro. De fato, (iii)
implica (iv).

plica (ii), suponha que D ¢é
ex

14
”n 1+
o D é certamente con
a

e portanto « € cir D, pelo

O.
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Finalmente, (iv) implica (i), pelo Lema 2. A demonstragio do
teorema estd completa. @

Uma orientagdo de um grafo é fortemente conexa se o grafo orien-
tado resultante for fortemente conexo.

TEOREMA 3. Um grafo G admite uma orientagdo fortemente conexa
se e somente se G é conexo e ndo tem arestas de corte.

| o PSSR -, CQiIAGT ha inicia Imente que G
ucrnuu.)uuguu Supomnna inicialmente qu a

fortemente conexa, D. Pelos itens (1) e (ii1)) do Teo-
rema 2, D € conexo € cor D = . O grafo G nd re
pois se uma aresta, a, fosse de corte, entdo {a} seria um
tado, qualquer que fosse a orientagdo de G.

Reciprocamente, suponha que G € conexo € nao tem arestas de

(@)
Q
-1
-
o
Q
-
<]
=

Teorema 2, basta agora provar que cor D .
Para tanto, suponha o contrario, seja @ uma aresta em cor D.

Como « ndo € de corte, entdo, pelo Teorema 1.3, existe em D um cir-
cuito, C, que passa por a. Altere a orientaciao de algumas arestas em

ARy Ny MY pROS UL e JRANEAN SR A aas — SipTeiisSd CILItsS 222

aC, obtendo entio um novo gralo orientado, D’, de forma que C
seja orientado em D’. Assim, aC < cir D’'. Pelo Teorema da dicotomia,

cor D' < aD\aC. (1)

Provamos em seguida que cor D’ € um subconjunto proprio de cor D.
De fafn seia S um sorvedouro em D’ de ll\ oD’ (('\ c n’)\nf1 Por-

A6 J AAA WAV wiii

tanto, S é um sorvedouro em D, pois ndo foi aiterada a orientagdao de
arestas em aD\aC. Logo, cor D' < cor D\aC. Como o pertence tanto
a cor D como a aC, entdo cor D’ € um subconjunto proprio de cor D,

am cantradicdn a acenlha da D DNa fata r2or DA varzia A damanctrac3n
CINl COMNTaGi§al a4 CS5COiila G L. 1€ 1aw0, TOF L/ € VaZil. A GIIMonsiraga’

do Teorema 3 esta completa. @

4.  Grafos aciclicos

Um grafo orientado D € aciclico se ndo existe em D circuito
orientado. O proximo resultado mostra como se obtém um grafo aci-
clico de um grafo orientado D, mediante a contragao de cada compo-
nente forte a um vértice.



[, Y V. )

£U0 Parte C — Teoria dos Grafos

Seja D um grafo orientado, (4, f) sua orientagdo. A fun¢do de
condensacdo g de D é a fungio de VD em ¢fD que associa a cada vér-
tice v de D o componente forte de D da qual v é um vértice. Para cada
subconjunto X de V, gX denota o conjunto {gv|veX}. A conden-
sagdo CD de D é o grafo orientado tal que ¢fD ¢é o conjunto de vér-
tices de CD, cor D o conjunto de arestas ‘de CD, e para cada aresta
a em aCD, o extremo inicial de « em CD é gia, seu extremo final gfu.

Demonstragdo. Seja S um sorvedouro em D. Temos entio:

(1) Para cada vértice v em V, v pertence a S se e somente se gv

pertence a gS.

Obviamente, se v pertence a S, entio gv pertence a gS. Por outro
lado, se gv pertence a gS entio para algum vértice u forteme
gadoavem D, u pertence a S; nesse caso, pelo Lema 2, v pertence a S.

De (1), seguem imediatamente as seguintes afirmagoes :

(2) O conjunto gS é um sorvedouro em CD.

(3) O corte de gS em CD é igual ao corte de S em D.

De (2) e (3), temos entdo que todo corte orientado em D é um
corte orientado em CD. Portanto,

te li-

11 o110 VeTe ¥ o

7N
Ou S\,Ja, Lur vy

Damos a seguir caracterizagdes de grafos aciclicos.
Uma classificagdo de um grafo orientado D é uma fungdo h de
em N, onde N ¢ o conjunto dos niimeros naturais. A classificagio

¢ consistente se hia < hfa para toda aresta o de D. Uma aresta o

inversdo em relagdo a h se hia > hfx. Assim, k é consistente se

enhuma aresta em D é uma inversio em relagdo a h.

:r"

=B
™)

(ii) D admite uma classificacdo (injetora) consistente,
(iv) D ndo tem lagos e a relacdo de acesso é uma ordem parcial
sobre VD (isto é, — é reflexiva, anti-simétrica e transitiva).
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A Figura 5 mostra um grafo orientado aciclico D e uma clas-
sificacio injetora consistente de D.

14

//// \\\\ hwy=1  h@)=2 h(x)=3 h@)=4
y/ > Y,
5 D x

Figura 5§ — Um grafo aciclico D e uma classificacdo hde D injetora e consistente.

Demonstragdo do Teorema 5. A equivaléncia de (i) e (ii) segue do Teo-
rema da dicotomia. »
(iii), por indugdo em | VD

PRON ~w s {3\ ;mﬁl;l‘o

Provemos agora que (i) impiica (i), 1idugdo em .

Se VD for vazio entdo (iii) é trivialmente valida. Suponha pois que

VD nio é vazio. Para cada vértice v em VD, seja Sv o conjunto dos

vértices a que v tem acesso. Dentre os vértices de D, escolha um, v,
]

tal que Sv seja minimal.

LEMA 3. Nenhuma aresta de D tem v como extremo inicial.

Demonstragdo. Seja o uma aresta de D. Como ia— fo, entdo Sfa < Sia.
Como D ¢é aciclico, entdo, pelo Lema 1, fo - ia. Por-

’

c Sia\{ia} % Sia. Ou seja, Six nao € minimal. Como esta

A Lcanctn A A N antd 103
da aresta o de D, entdo, pela definigdo de v,

tanto, Sf:

(04
for
conclusao val
a

o
e
e
=
&

vy como extremo inicial. A demonstragao

nenhum

AANWALAACARAA a 4
do lema esta completa. m

k' a VD tal que hv=1+ max{h'u |ueVD'}.
Certamente # ¢ uma classificagio injetora de D. Para verificar que h
¢ consistente, seja a uma aresta de aD. Se a pertence a aD’' entdo
hia = h'ia < h'fa = hfa; se a pertence a aD\aD’ entdo, pelo Lema 3,

ine VD' e fa = v, portanto hia = h'ix < hv = hfe. Em ambos os casos,

hia < hfa. De fato, h € uma classificagao injetora consistente, de D.

Para provar que (iii) implica (iv), seja h uma classificagdo consis-
tente de D. Para toda aresta o de D, hfa > hin e portanto fo # ia;
logo, D ndo tem lagos. Como — é reflexiva e transitiva independente-
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mente de (iii) valer ou ndo, resta entdo mostrar que — é anti-simétrica.
Para tanto, seja P = (v, a,, Vis ..., O, ¥,) UM passeio orientado e nido
degenerado. Como h ¢ consistente, entdo hv; < hv,, ,, para todo j tal

JT i

que 0 <j<n— 1. Como P é ndo ﬂngenerado, entdo hv, < hv,. Por-

- A

tanto, se u e v sdo vértices distintos em D e u — v entdo hu < hv: con-

sequentemente, u«<>v se e somente se u =v. De fato, (iii) implica (iv).

Para mostrar que (iv) implica (i), seja « uma aresta de D: como

D nao tem lagos, entdo ia # fx; como — é anti-simétrica e i — fa,
entdo fo 4 ja: pelo Lema 1, a ¢ cir D. De fato, (iv) implica (i).

A demonstracdo do teorema estd completa. m

Uma orientagdo de um grafo é aciclica se o grafo orientado re-
sultante for aciclico.

Um vértice v de um grafo orlentado D € um vértice-fonte de D
(vértice-sorvedouro de D) se nenhuma aresta de D tem v como seu
extremo final (inicial).

COROLARIO 2. Todo grafo orientado aciclico e ndo vazio tem um
vértice-fonte e um vértice-sorvedouro.

EXERCICIOS

de 1

“

"~

1. Mostre que um passeio orientado de comprimento minim

£

a vem D € um caminho (orientado). O comprimento desse cami-
nho é a distdncia orientada de u a v em D.

O

2. Mostre que existe um passeio orientado de v a v se e somente se
existe um caminho orientado de u a v.

3. Mostre que o passeio orientado, fechado e ndo degenerado C =
= (vy, &y, ¥y, ..o &, ¥,) € um circuito (orientado) se e somente se
Vi» ..., v, forem dois a dois distintos. Confronte esta afirmacéo

com aquela do Exercicio 1.47.

..D
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o
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S um e
aresta o aP existe circuito orientado
tre que a versao nao orlentada desta aﬁrmacao ¢ falsa.

5. Escreva versdes orientadas do Teorema I.1 e do procedlmento
distdncia da Secio 1.6. Modifique o algoritmo assim obtido de



g\

o0

10.

11.

T Y
N

(SN
W

14.

. (Generalizagdo do Lema 1) — Seja P um passeio orientado em
Vv se

2ﬂ0

~ Grafos Orientados (M

forma a obter outro que determine um caminho orientado de com-
primento minimo entre dois vértices dados. Escreva um algoritmo
que determina os componentes fortes de um grafo orientado.

) o R e 4

Escreva um algoritmo
comprimento minimo em um grafo orientado.

- nm

ue determina um circul

Na)

Mostre que D nio vazio ¢ fortemente conexo se € somente se

existe um passeio orientado e fechado P em D tal que V' = VP.
Mostre que a af‘rmamn nio é necessariamente verdadeira se subs-

AvVANSTSva ww & Kl i228y _---

Ca_

tituirmos ‘‘passeio”” por ‘“‘trilha

um grafo orientado D, u a origem de P,
que v — u se e somente se aP < cir D.
Ache um grafo orientado D, um subconjunto d de a € um sub
junto Sde V tais que o corte 5(“ de S ndo é orien , a

e d € um corte orientado.

Ache um grafo orientado D com 6 vértices tal que aD =
= cor D = cir D.

Prove que para um grafo orientado D, as afirmagdes seguintes

) H é um componente forte de D,
i) H é um componente forte de D — cor D,
) H é um componente de D — cor D.

Prove que para um grafo orientado D as afirmag¢des abaixo sao
equivalentes
(1) Cada componente de D ¢ fortemente conexo,
(i1) cir D = aD,
(i) cor D = J,
(iv) A relagio de acesso é de equivaléncia,
(v) O conjunto vazio € o unico corte orientado em D

rove que para um gra
equivalentes:

(1) D ¢é aciclico,

(i) cada componente forte de D consiste de um s6 vértice € nao

~ootie aeeactn o

pUbbUl arcsias,
(iii) GD e GCD sao isomorfos.
Seja D um grafo orientado aciclico e C um caminho orientado
de comprimento maximo em D. Mostre que a origem (término)
de C é um vértice-fonte (vértice-sorvedouro) de D.



15. Escreva um algoritmo eficiente que para um dado grafo orien-
tado ndo vazio encontra um vértice-sorvedouro ou um circuito

orientado. )
16. Escreva um algorltmo eficiente que determina se um grafo orien-
tado D ¢ aciclico ou ndo; em caso afirmativo o algoritmo produz

uma classificagido consnstente de D, em caso negativo o algoritmo
produz um circuito orientado em D. Modifique o algoritmo assim
obtido de forma a obter outro que determine os componentes
fortes de um grafo orientado.

17. Escreva um algoritmo eficiente que encontra um caminho orien-
tado de comprimento maximo num grafo aciclico.

18. Escreva um algoritmo que encontra um caminho orientado de
comprimento maximo num grafo orientado. Este seu algoritmo
¢ eficiente?

Seja D um grafo aciclico € ndo vazio. Um caminho orientado C
em D ¢ critico se nenhum caminho orientado em D tem compri-
mento maior do que o de C. Mostre que uma colegdo minima de
cortes orientados cuja unido ¢ aD tem cardinalidade igual ao
comprimento de um caminho critico em D.

[—
O

Seja G um grafo. Mostre que existe uma coloraciio dos vértices de
G com nao mais do que s cores se € somente se existe uma orien-
tagdo de G na qual todo passeio orientado tem comprimento
menor do que s.-

N
.C\

Os resultados deste capitulo fazem parte do folclore da Teoria

dos Grafos. Maiores informagdes sobre grafos orientados podem ser
encontrados em [13], [50] e [110].
elo Teorema 5, os grafos que ndo sdo aciclicos nio admitem
uma classificagio consistente. Dizemos, assim, que uma classificagdo g
de D € dtima se o numero de arestas de D que sdo inversdes com re-
lagdo a g ¢ o menor possivel. Sabe-se que a determinagdo de uma clas-
sificacdo Otima para D é um problema A #?-m-completo [57]. (Veja
o Capitulo B.IV.) No entanto, no caso particular em que o grafo D
¢ planar existe um algoritmo eficiente para encontrar uma classifica-
¢do otima para D [69]. Observamos ainda que a determinagdo de uma
classnﬁcacao consistente para um grafo aciclico também é conhecida

como o “problema da classificagdo topolégica” [60].

"1!
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RELACOES, FUNCOES E MONOIDES

Neste capitulo apresentamos as definicdes de alguns conceitos
basicos, bem como algumas de suas propriedades. No texto omitimos

a maioria das demonstra¢des. Em particular, as afirmagdes seguida

S
Ao
de um ponto de exclamagio sdo enunciados de propriedades cuja

demonstragdo fica a cargo do leitor.

—_
0

PR S S 130

Dados conjuntos 4 € B, uma re
do produto cartesiano 4 x B.'Os onjuntos A e B sdo ditos dominio
e co-dominio da relagdo r. Para um subconjunto S de A, definimos a
imagem de S por r:

“hn
2

r‘ A nara R
a oD

11
LAlll

3
o
o
&
S

niunto
-

AAJ CAAL v
’

. O

C

H W = 2 I\

)
it

Convencionamos nesta parte do livro denotar um subconjunto unitario
{a} de A pelo seu tnico elemento a. Assim, ar = b significa que (a, b)
é o unico par ordenado em r cujo primeiro elemento € a. Note que

(a,b)er e bear

sdo notagdes equivalentes. Além disso, uma relagéo r ¢ completamente
determinada pelos conjuntos ar, no seguinte sentido: Duas relagdes

r,s< A x B sdo iguais sse para todo a € A ar = as!
A inversa da relagdo r € A x B é a relagdo r™! © B x A, de-

Pl = {(b,a)eB x A|(a,b)er}.

Para toda relagio r = A x B,

A composicdo da relagio r € A x B com a relagdo s € B x C
¢ a relagdo rs € A x C, definida por:

rs={(a,c)ed x C|(@b)er e (bc)es para algum b€ B}.



(rs)t = r(si) !

TrAr Ng of A o

Isto é, a composi¢dao de relagdes é uma operacgdo associativa, nao ha-
i 1 revermos rst. Analo Oga-

A
u N
mente, para S S 4, Srs € uma expressio bem definida, pois

12 walanX A Aa A wwnen A tamala A ~
l‘U C4asO ac r sCr uma iClayaV ucv A4 paita 21, U ICIIIUD talilvuvill

é uma relacao sobre

Assim, uma funcao f de A para B, escreve-se
fe A X B tal que, para todo a em A4, af € um subconjunto unitario
de B. ste caso, as formulas

h ~ f
vy<Js

S~

{n cnfe nf= 4
\“, caqj g =20

sdo todas equivalentes.

Dadas fungdes f : 4 - Be g : B — C, a sua composigdo fg € uma
fungdo fg : A - C! Observe que nesta parte do livro a imagem de a
por f é denotada por af em vez da notagio mais comum f(a). Além disso

waAANS viaNe PR sy wail Wiy azxils

a fungiio composta fg consiste em aplicar primeiro f e depois g, ao con-
trario da notagdo tradicional.

- Uma fungdo f : 4 — B¢ injetora se para todoa,,a, € 4,a,f=a,f
implica que a, = a,; ela € sobrejetora se Af = B; e € bijetora se ela
for injetora e sobrejetora Nestes casos, podemos dizer também que a

‘Fllﬂ ')l'\ ’ P roomr-fi\lamnnfn ™a Imiopr I“l’ l'!l‘l)lﬂl'ﬂn n1 "\110/‘/1/\
1uulyav J Wy l\/ol.l\t\flplvulll\dllt\v, ulxxu uycyuu, A’VU' CJG} vu UI:IC “uv.

A relagdo identidade 1, sobre A ¢ definida por

l,={(a,a)e A x A|ae A},

Note que a inversa f~! de uma fungdo f : 4 — B é uma relagio
f!'< B x A que em geral nio é uma fungio!
A proposicdo seguinte caracteriza fungdes injetoras, sobrejetoras

liiint neno

< vljeviads.

PROPOSICAO 1. Sejag : A - B uma fun¢do com dominio ndo vazio.

Entao,
(1) g é injetora sse existe uma fungdo h : B — A, tal que gh = 1,;
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(i) g é sobrejetora sse existe uma fungdo f : B — A, tal que fg = lg
(1) g € bijetora sse a relagdo g~ é uma fun¢do g™! : B — A, tal que

gg 'l=1,eglg=1

Demonstragdo. (i) Suponhamos que h : B — A4 seja uma fungio, tal

que gh = 1,. Sejam a,,a, € 4, tais que a,g = a ,8-
Entiaoa,gh = a,gh. Comogh = 1, resultaquea,gh = a, e a,gh = a,;
logo a, = a,. Isto é, a fungdo g é injetora.

n _

Reciprocamente, suponhamos que a fungio g seja injetora. Con-
sideramos inicialmente a relagdo g'SBx A, ¢ .uo ramos que
para cada'b em B, bg™! & vazio ou é um subconjunto unitario de A.
De fato, suponha que a,,a, € bg™!, entio a & =4a,g, logoa, =a
pois g € injetora. Como A ;é g, podemos escolher um elemento a,
em A e definir um

waza 43

2

o~
(@]

Omo scguc:

Resta demonstrar que gh = 1,. De fato, seja a€ 4, e seja ag = b.
Entdio aebg™', e pela construg¢do bh = a. Logo, agh = bh = a,
resultando gque gh = 1

ando que gh :

(i) Suponhamos que f : B — A4 seja uma fungdo, tal que fg = 1.
Esta claro que Bf < 4, logo Bfg = Ag. Por outro lado Bfg = Bly = B,
isto é, B = Ag. Como Ag < B, resulta que Ag = B, isto é, g é sobre-

jetora.
~

Recmrocamente sunonhamos que a func cao g _ela sobrejetgra,

Consideremos inicialmente a relagio g™! < B x A. Para todo b e
B, bg™! ¢ nido vazio. De fato, como g é sobrejetora Ag Be para
todo b em B existe a em A, tal que ag = b, isto é ae bg~!. Nestas con-

di¢bes, para cada b em B, escolhemos um elemento @ em bg~! e colo-

camos bf = a. Assim, bfg = ag = b. Como bfg = b para todo b
em B, resulta que fg = 1,V

(i11) Suponhamos que a relagio g ! seja uma fungdo g ':B-A4,
- 3 N . :
talquegg™' = 1,eg 'g = I Por (i) e (ii), g é injetora e sobrejetora,
logo a fu“@ao g ¢ bijetora.

(1) Observe que nesta demonstragdo estamos usando (implicitamente) o axioma da
escolha. Na verdade demonstra-se que a afirmagio (ii) é equivalente a este axioma.
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Reciprocamente, suponhamos que a fungdo g seja bijetora. Por (i)
e (i1), existem fungdes f,h : B —» A, tais que gh = 1, e fg = 15. Ini-
cialmente mostramos que f = h. De fato,

f=fl,=f(gh) = (fge)h = 1;h = h.

Por outro lado, fg = 15 implica que f < g~ !. De fato, se (b, a) €,
isto €&, bf = a, entdo bfg = ag. Como fg = 1, resulta que ag = b,
isto € (b a)e g~ !. Analogamente, gh = 1, implica que g < h™ 1,

. —_— —

logo g7t = (h ‘)1—h Assim, fS g ! € h; mas como [ = A,
resulta gue f = o = h. Portanto 7! é uma funcio. go 1 =1, e
eésulta que | g n. rortanto g ¢ uma lungao, gg 1,¢
g 'g=15 0

Dadas fungdes f: 4 - B e f : A" - B, dizemos que f é uma
restrigio de ' se A < A', BS B e f< f, isto ¢, para todo a em A
af = af’. Neste caso dizemos também que f' € uma extensdo de f.

Anttinta A4 11mnm -~

Nadan a
LaGo umm Conjunio A, uima

sobre A sse
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ndo vazios que sdo disjuntos ou sdo iguais! Eles sdo iguais sse
(a,,a,) er! Para a€ A, ar é a classe de equivaléncia contendo a, € o
conjunto quociente de A por r é

p.:A—- Ar
que associa a cada elemento a de A a classe de equivaléncia ar. A pro-
jecdo canénica € sobrejetora e pp~ ! = ri

Dada uma fungdo f: 4 - B, a relagdo fff! € 4 x A é uma
relagdo de equivaléncia sobre A! Observe que para a,,a, em A4,
(a,,a,)eff! sse a,f = a,f! Assim, para cada a em A, a classe de
equivaléncia aff ! que contém a é dada por:

aff ' = {be A|bf = af}!

J )

PROPOSICAO 2. Seja g : A - B uma fungdo sobrejetora e seja
f: A —> Cuma fungdo. Segg™! < ff™! entdo existe
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uma tnica fun¢do h - B - C, tal que f = gh. Ademais, h é sobrejetora
sse f é sobrejotora; e h é injetora sse gg' = ff .
As fungdes f, g € h no enunciado da proposi¢do acima podem se

representadas como no diagrama da Figura 1. Costuma-se dizer ql.e
este diagrama é comutativo para expressar o fato de que f= gh.
4 g >~ B
| -~
7
N e
I 7 h
I e
v
v,
C
Figura 1 — Diagrama para a Proposicio 2

A A FAae vromin an

cdo. Se A for VaZzio, entdo

g é sobrejetora. Assim, f = g = &,
satisfaz trivialmente a proposigdo! Caso contrario, 4, B ¢ C sdo todos
nio-vazios! Pela Proposi¢do 1 (ii), existe uma fungdo g, : B — 4,
tal que

| p PPSUN
oermnorw

#2a
(14

g8 = lp.

p—
Pk
A

Colocamos entao

h=gd. (2)
Para provar que f = gh, observamos iniciaimente que g = glg = gg.g-
Sejaaem A, entioag = agg.g,logo (a,agg,) e gg~'.Comogg ' < ff!
por hipotese, resulta que (a, agg,) € ff 1, isto €, af = agg,f. Como o
raciocinio acima vale para todo a em A, concluimos que f = gg.f.
Finalmente, como g f = h, resuita que

f=¢gh (3)

Para provar a unicidade de A, suponhamos que h' : B— C seja outra
funcéo tal que f = gh’. Usando (2)e (1), vemqueh = g.f = ggh’' = k',

f & L — b
== 1.

oV I

n-
¢

Suponhamos agora que 4 seja sobrejetora. Pela Proposigao 1 (ii),

uma fungio A, : C — B, tal que hh = 1. U ando (1) e (3),

vem que 1. = hh = h,1zh = hggh = hgf, isto ¢ (hg)f = lc. A
fungdo f é sobrejetora pela Proposigdao 1 (i1). Rec1procamente, supo-
nhamos que f é sobrejetora. Pela Proposigao 1 (ii), existe uma fungdo

.
ovict
WwALOL
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f.:C— A, tal que f,f = I.. Resulta de (3) que (f.g)h = 1., logo a
fungdo h é sobrejetora pela Proposigdo 1 (ii).
Suponhamos finalmente que 4 seja injetora. Como gg~! < ff1,

-1 -1 i -1
basta demonstrar que ff"! < gg7!. De fato, seja (a,,a,)eff !,

ar
isto &, a,f = a,f. De (3), f = gh, logo a,gh = a,gh. Como h ¢ injetora,
resulta que a,g = a,g, isto &, (a,, a,) € gg~!. Reciprocamente, supo-
nhamos que gg~! = ff 1. Para demonstrar que 4 é injetora, sejam

b, e b, em B, tais que b h = b,h; basta provar entdo que b, = b

~

2
De fato, como h = g f p (“) resuita que b,g.f = b,g.f, isto &,

1 . » _1 . ’
(bwe, bzw) € ff"1. Segue da hipotese que (blée, b,g.)egg™!, isto €

b,gg = ozgeg Porém, g.g = 1p, por (1), logo b, = b,. m
Talvez seja interessante examinar a Proposncao 2 de outro angulo.
Vimos que gg ! e ff ! sdo relagdes de equivaléncia sobre 0 conjunto 4.

ho™ 1 A 11mm

Seia agora b um elemento de B. Como ¢ bg € uma

v agv U Will VIVILIIVIIVY UV . V111V

O

[

valéncia de ff~!. Logo, existe um unico

Nestas condi¢oes bh = c.

Descrevemos a seguir uma aplicagdo importante da Proposicdo 2.
S :

.
da uma fungdo f : 4 — B, vimo

5 la~X
Da que ff! ¢ uma relacad

valéncia sobre 4. Seja p : 4 — L ff~1 a projecdo canodnica de ff™!;
entdo p € sobrejetora e pp~ ! = ff~ 1. Segue da Proposigdo 2 que existe
uma Unica fung¢do h : A/ff~! — B, tal que f = ph. Ademais, pela mesma

proposigdo, h ¢ injetora. Observe que 4 é bijetora sse f é sobrejetora.

p g )
A > A/

o

Figura 2 — Fungdes e relagdes de equivaléncia.

Terminamos esta segdo com duas notagdes relativas a teoria dos
conjuntos. O conjunto poténcia de um conjunto 4 sera denotado por

p(A4), isto €
p(4) = {B|B < A}
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A cardinalidade de um conjunto finito A4 sera denotada (nesta parte do
livro) por card A.

N
<
o
O
C
(@]
(d))]

Um mondide consiste de um conjunto M, munido de uma operagio
bindria associativa (escrita multiplicativamente), ¢ que contém um
elemento identidade 1 € M. Isto &, para todo m;, m,, m,eM,

£ AN Vs AN 1 -
mm,m, = ml(mzms) € m]_l = lm,_ =m,.

Assim, dado um conjunto A4, o conjunto das relagées (fungdes) de 4
para A, com a operagdo de composi¢do, ¢ um monoide cuja identidade
¢ 1,, e que sera denotado por Rel A (Fun A) Analogamente p(A4)

com a operagao de unido € um mondide cuja identidade é o conjunto
vazio (.
PEGS DU F . S S A _ D A I AE N | ) ' 4 1
Dados subconjunios 4 € B de um monodide M, definimos o seu

produto por:
AB={mm,eM|m €A e m,eB.

Com esta muitiplicagdio de subconjuntos, p(Af) tra

r
monoide, com identidade 1. Note que para subconjuntos de M, o

wuyv
produto distribui sobre a unido, isto é, para A, B,

3
3
o
o=
&
8
S
(¢')
3

Para

NeAAX AL

mente, por:
A°=1 e A" =4"A.
Um subconjunto 7 de M é um submondide de M sse
ieT e T?cT.

Em outras palavras, T é um submonoide de M sse T contém a iden-
tidade de M e ¢ fechado sob a operagdo binaria de M.
Dado um subconjunto 4 do mondide M, consideremos a inter-

A* de todos os submonoéides de M que contém A, isto é,

Va'al

secgao
A* = NT,
onde a intersecgdo se estende sobre todos os submonodides T de M

tais que 4 < 7. Observe que a intersecgdo de submonoides de M ¢é
um submonoide de M! Assim, A* é um submondide de M. De fato
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A* é o unico submonodide minimal de M que contém A! Por isso,
costuma-se dizer que A* € o menor submonoide de M que contém A,
ou que A* é o submondide de M gerado por A. Ocasionalmente diremos
também que A* ¢ a estrela de A. Demonstra-se que

A* =1 U AUV A*> U ... A"y ...

Em outras palavras, 4* consiste exatamente daqueles elementos de M
que podem ser expressos como o produto de um numero finito de

fatores aue nertencem a 4 Note tamhém que

ITQRLVILO YUy pPuitviiviviil G J1. AVUWY AU (W

A*=1UA4* =10 A4%4 !

Dados monoides M ¢ M’, com identidades 1 e¢ 1’, uma fungdo
f:M-> M é um morfismo sse '

If =1 e (mm,)f = ‘lj)(i‘riz[l para todo m, ,m, e M.

A composicio de morfismos € um morfismo! Um monoforfismo,
epimorfismo, ou isomorfismo €, respectivamente, um morfismo injetor,
sobrejetor, ou bijetor.

Seja M um monoide e r uma relagdo de equivaléncia sobre M.
Dizemos que r € uma relagdo de congruéncia sobre M sse para todo m,

e m, em M

(m,r) (m,r) = (m m,)r,

ol

isto €, o produto de classes de equnvalenm (como bconjuntos de M)
n / O 1 ~ i, ,
es s

gumtes

(i) r é uma relacéo de congruéncia,
11) paratodom,m’,m’ € M, m" ~ m" implica que m’'m ~ m'’m
e mm’
) Db

rr
mm ~ mm

ara todo m,, m; m-, m, €M, m, ~ m, em, ~ m, implica
- que mm, ~ mm,
Se r for uma relacao de congruenaa sobre M, podemos definir um

produto (indicador por ) no conjunto quociente M/r:

(m,r): (m,r) = (m,m,)r.

O conjunto M/r munido deste produto ¢ um monodide com identidade

1r! Assim, chamamos M/r de mondide quociente de M por r. A projegdo
canénica p : M - M/r é um epimorfismo neste caso!
Para monoides, a Proposi¢do 2 toma a seguinte forma:
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PROPOSICAO 3. Sejam M,, M, e M, mondides, g : M, - M, um

epimorfismo e f: M, - M, um morfismo. Se
gg ! < ff~! entdo existe um unico morfismo h : M, - M,, tal que
f = gh. Ademais, h é um epimorfismo sse f é um emmorfzsma e héum

rr—1

monomorfismo sse gg—' = ff~ 1.

Demonstracdo. Tendo em vista a a Proposigdo 2, ¢ suficiente mostrar
que a fungdo h dada por aquela proposicdo € um

morfismo. De fato, sejam m , m2 m M,. Como g € sobreje,tora exis-
tem m', m’, em M, tais que mg = m; (1— 1,2). Como f € um mor-
fismo, (m m = (m I) (m),f); logo (m'ym’)gh = (m'gh) (m,gh), ja

que f = gh. Agora, g ¢ um morfismo, lggg [(m',g) lng)]h (m'Qh)
(m',gh). Substituindo m'g por m; (i = 1, 2), obtemos que (m mh =

= (m,h) (m,h). Finalmente, denotando por 1, a identidade de
M;(i=1,273), temos que 1, = 1,f= 1,gh = 1,h. Assim, h € um
morfismo. B

Cicrme £+ A A o relacio de eguivaléncgia ff71

Dado um “‘10‘1‘115111\)} : M, - M,, a relagdo de equivalencia Jf
sobre M, € uma cos ngruéncia! Segue da Proposi¢do 3 que existe um
. 1
monomorfismo 4 M /ff"* - M, tal que f = ph, onde p & a pro-

jegdo canonica p : M - M L 1! ' (Vide Figura 4.) O monomorfismo
h € um 1somorﬁsmo sse f é um epimorfismo!

-~

S
5

\

A

B
S
-
S

L

Figura 4 — Morfismos e relagdes de congruéncia.
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Certos monoides, chamados de monoéides livres, tem um papel
importante nos capitulos seguintes. Passamos a descrevé-los.
Dado um conjunto X, consideremos o conjunto S de seqii€ncias

finitas de elementos de ¥

AW WAIWALAWALONIT

o _ _\ (2~ N\
s = O, ors Op) n = V).

o

—

1°

Definimos um produto em S por concatenagdo, isto é, se

t= (1,7, ..., T..)

Vi Y20 m/
ar antra alamanta da € A nradnta o dea ¢ 0 ¢ A
IVI Uuu VU LUl UL o, U prvuuiyu S5t UL o v o .
St=(0,,0,, «cc, Opy Ty Tpy vuuy Tpy)-

A concatenagdo é associativa, logo S mumdo deste produto, ¢ um

n Mria 1dA

~
111011

~

=
Q.0
]
<
o
N,
+}]
P
I

Aida M= PN A o ganiiA
01a¢c LuUja 1acnuiGe C a Syuo

A
ac )
Convencmnamo denotar a seqiiéncia unitaria (o) de S por o.

TN b l‘,\ ~ —_— PRSP _AIJAC.. i S PN S ...‘_,. A. C
pLosSia 1 Ilad, l.ll L 00 proauto ja Aciiimao, O CICHICto j aclllla Uc o
pode ser escrlto ( n > 0):

§=0,0,..0,
™ __°*1 a 1 — —_— L 1 2 __ PR ~
pevia > II1CI1

O

(7]
‘o

D o
3

o )
=

=t

13 o

vengdo acima, podemos con51derar 2 como um subconjunto de S
Note que o submonéide de S gerado por £ € o proprio S, isto &,
S = X*. Assim, chamamos S de mondide livre gerado por X e o deno-
amos por X*

Dada a palavra s acima em X*, o natural n € o seu comprimento
e ¢ denotado por |s|. Resulta que

o

|1|=0e |st|=|s|+ |t| para todo s,7 em T*.

Sejam s, ¢,, ¢, € t, em X¥, tais que s = ¢,t,t,. Dizemos que ¢,
;) € um segmento inicia 0

roprledad fu damental dos mondides livres é dada por:

D —
Cn
&)
<
-y
-
)
~
-

>
e

PROPOSICAO 4. Seja M um mondide e seja f : £.— M uma fungdo.
Existe uma unica extensdo de f a um morfismo

Demonstra¢do. Definimos a fungdo f* como segue:

If* =
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e para uma palavra 0,0, ...g,de £*,n>1, com o; em Z(1<ign),
colocamos

(0,0, ...0)* = (0,f) (0,/) ... (6.)
E imediato verificar que f* € uma extensdo de f e que dadas palavras
s etem X* (sH)f* = (sf*) (¢f*). Logo, f* € um morfismo.
Suponhamos agora que g : £* — M seja uma outra extensao de f
a um morfismo. Mostramos que sg = sf* para todo s em X*. Para
tanto procedemos por indu¢do no comprimento de palavras em X*.

n o X o rfic A cqim

P Lne ovtomcoeXoace Ao Ao
I10dd CALWCIDOLUC Ul _] naauu,
mo

orfismo. Segue

Se i \) i = U, entao s = 1, lugu lg =1 pois g ¢ um morfismo. Assim,
lg = 1f*. Se | s | > 0, entdo existem 1 em £* e 0 em Z, tais que s = 10.
Como g é um morfismo, obtemos sg = (to)g = (1g) (6g). Como
t| <|s|, vem pela hlpote%e da indugio que tg = tf*. Por outro

1. Prove as afirmagdes do texto que sdo seguidas de um ponto de
exciamagcao.

2. Enumere todas as relagdes de 4 para 4, onde A € o conjunto
{a, b} de dois elementos. Indique quais sdo fungdes, fungbes
injetoras, fungdes sobrejetoras e fungdes bijetoras. Indique também

o inverso de cada uma das relacdes

AL VWAUOUVU Ww widtuir wiiit Wity WO,

3. Enumere todas as fungbes de 4 para 4, onde 4 ¢ o conjunto
{a, b, ¢} de trés elementos. Indique as fungdes bijetoras € o inverso
de cada uma destas.

:lk

Fnum
rnumere t

{a, b, c} de trés elementos.

5. Em cada caso prove ou desprove a afirmagdo dada:
() Para toda relagdio rc A x B, rr'1 = 1,
(ii) Para toda relagio rc 4 x B, 1, < rr™ L.

6. Sejam r, e r, relacdes de A4 para B, s, e s, relagOes de B para C e

D A D giilamcacdrzsat Ao A~ A o vwy o A
l'l C l’z buULUllJullLUb ue 1. PIUV qu

(i) Se P,c P er <, en~tao Pr,c P,r,.
(i) Se r, = r, e s, S5, entdo r;s, S 1,s,.

(i) (P, v Py, = P,r,u P,r,.
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15.

16.

(iv) (P, " P)r, s PironP,r,.
) Pi(rpur,)=Pr,u Pr,.

(vi) Pi(r,nr,)s Pir,n\Pr,.
(vil) 7, (s, U s,) =75, UTS,.
(viid) (r, U r,)s, =r. s, UT,S,.

(ix) r (s, Ns,) S rs, 0rys,.

(x) (rynry))s, Srs, 0r,s,.
(xi) se r, S r, entdo r;' = r; '
(xi)) (rpor,) t=rtur

xiii) (r, nr)) "t =r ;L

. Prove que as inclusOes nos pontos (iv), (vi), (ix) e (x) do exercicio

anterior ndo podem, em geral, ser substituidas por igualdades.

Sejam r € A x B e s € B x C relagdes. Mostre que (rs)”! =

e
=5 ‘r ‘.
Seja f : A - B uma fungdo. Mostre que se 4 = &, entdo f =
e f € uma fungdo irjetora. Neste caso [ é sobrejetora sse B = .
Prove que se B = (J, entdo 4 = J e f € uma fungdo bijetora.

Prove que uma relagdo r € 4 x B ¢ uma fungdo sse r 'r = 1,
el, crr 1, :

n

'
4
o
3
0w

jon}
o
w

Sejar =
abaixo sdo equivalentes:
(1) r € uma funcgio,

(1) r ¢ minimal com relagdo & propriedade 1, < rr™ 1.
Seja r = A x B uma relagdo, onde B # (. Prove que

(i) existe uma fungdo f: A4 — B, tal que r = f sse r 'r < 1,
(ii) existe uma fungdo g: 4 — B, tal que g < rsse 1, S rr!
Seja f . A - B uma fungio. Prove que f ¢ injetora sse ff ™! = 1,

Sejam f: 4 - B e g : B— C fungdes. Prove que:
(i) Se f e g forem injetoras entdo fg é injetora.
(1) Se f e g forem sobrejetoras entdo fg € sobrejetora.
(i) Se fg for injetora entdo f é injetora.
(iv) Se fg for sobrejetora entdo g é sobrejetora.

D€ exemplos de fungdesf : 4 — Beg : B — C, tais que f é injetora,
g € sobrejetora mas fg ndo é nem injetora nem sobrejetora.

Mostre que para toda fungdo f: 4 —» B, ff1f = {.
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Dada uma fungdo f: 4 — B, com A # (J, construa uma outra
fungio g : B — A, tal que fgf = f.
Sejam f: 4 > B, g:B—->Ceh : C - D fungbes e suponha que

’

fe h sdo bpetgras, Mostre que g € 1 inj etora (sobrejetora, bijetora)

sse fgh € injetora (sobrejetora, oueto

Seja f: A - B uma fungdo. Prove que:
(i) f & injetora sse para todo subconjunto X e Y de 4
(X N Y)f Xf N Yf.

(A4
(m) f € sobrejetora sse para todo subconjunto X de A4

B\(Xf) = (A\X)f.

Seja f : A —» B uma fungdo, € sejam X e Y subconjuntos de B
Prove que

() (Yo Ny =X oy

i) XnHf '=Xf1nYf!
(iii) (X\Y)f"' = XfTNYfL
Sejam f< A x B e g < B x A relagdes, tais que fg =1, €
gf = 1,. Prove que f e g sdo fungdes bijetoras € f=g1

Sejam A4 e B conjuntos, A ndo vazio. Mostre que existe uma in-
jecdo f: A — B sse existe uma sobrejecdo g : B — A4

Qo

Sejam r e s relagdes simétricas sobre um conjunto 4. Prove que
se rs < sr, entao rs = sr.

Ache duas relagdes de equivaléncia r ¢ s sobre um conjunto 4,
tais que a relagdo rs nio seja de equivaléncia.

. Dé exemplos de relagdes r, s e ¢ sobre um conjunto 4, tais que:

(i) r é reflexiva e simétrica mas ndo € transitiva,
(ii) s é reflexiva e transitiva mas ndo ¢ simeétrica,

(iii) ¢+ é simétrica e transitiva mas ndo ¢ reflexiva.

Mostre que no enunciado da Proposigdo 2 a hipotese gg~! < ff !
é necessaria, isto é, ache fungdes g : 4 » Be f: A - C, g sobre-
jetora, tais que ndo exista fungdo h : B —» C, para qual f = gh.
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. Seja f: A - B uma fungdo. Mostre que existem um conjunto

Cefungbesg : 4 - Ceh : C — B, tais que f = gh, g é sobrejetora
e h € injetora. Em outras palavras, toda fungio f : 4 — B admite

uma tatora

can
weALAASS ASA WA “y“

7

ASHCHB

ary

com g sobrejetora e A injetora. Mostre que esta fatoracio e “inica”
no seguinte sentido: se

4% C 5B

for uma outra fatoragdo de f, com g’ sobrejetora e &’ injetora,
entdo existe uma (unica) bijegdo b : C — C’' tal que gh =g’ e
bh' = h.

Sugestdo: Coloque C = A/ff"! e use a Proposi¢

:m
r

~

Mostre que toda fungio f: 4 - B admite uma fatoracéo

com g injetora e h sobrejetora. Mostre que esta fatora¢io nio é
“anica” no sentido do exercicio anterior.

Sugestdo: Se 4 e B forem disjuntos, coloque C = 4 U B.

Seja A um conjunto e sejam a e b elementos de 4. A transposicio
de a com b ¢ a fungdo 1 : A —» A, definida por:

—
m
\.-/

xt=,b se x = a

Prove que 1t = 1, e conclua que ¢ é uma bijecio.

(Principio da casa do pombo, vide Capitulo C.V) — Se n for um
numero natural, n denotara o conjunto

-\;-d

={0,1,...,n - 1.

Observe que 0 = e quen < mssen < m. Sejam n e m naturais,
€ f :n — m uma fungio. Prove que se f for injetora, entdo n < m.
Sugestéo: Use indugdo sobre m. Sejak = (n — 1)feseja s :m—m

a transposi¢do de k com m — 1. A fungdo g = fr é injetora. Note
que (n—1)g=m—1 e aplique a hipdtese da indugio.

Sejam n e m naturais € f :n - m uma fungio. Prove que:
(1) se f for bijetora entdo n = m.
(1) se n = m entdo f ¢ injetora sse f é sobrejetora.
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Um conjunto A é finito se existir um nimero natural n € uma
bijesdo f : n — A. Mostre que se 4 for um conjunto finito entdo
existe um unico numero natural n para qual existem bijegdes

f:n > A. Este nimero é chamado de cardinalidade de A ¢ &

denotado por card A.

Seja A um conjunto finito e f : A - A uma fungdo. Mostre que
f é injetora sse f € sobrejetora.

Um conjunto € infinito se ele nao for finito. Mostre que o conjunto
Nl AAc srihremrnsnc $ramnio NAN A I".«“fn TlcandA A~ vinma Aa acenlha
N U uuuxcu.)a naturais nao € 1inito. usanao O axioma Ga €5C0ina

mostre que se 4 for um conjunto infinito, entdo existe uma in-
jecdo f : N — A. Prove que um conjunto A4 ¢ infinito sse existe
uma injegdo f: A - A que ndo € sobrejetora.

Dados conjuntos 4 € B, o conjunto de todas as fungdes com do-
minio B e co-dominio A é denotado por A%, isto é
= {f|f:B— A4}

Ache bijegdes entre os seguintes pares de conjuntos, onde 4, B
e C sdo conjuntos dados:

) 4 x A e A%

(i) p(A4) e 24.
(iii) (4 x B e A€ x BC.
(iv) (AB)C e AB*C

Uma permuta¢do de um conjunto 4 ¢ uma bijecdo f:4 — 4
Denotamos por Per A o conjunto de todas as permutagdes de 4.

- . ama -m ‘I.-r\l AA

Para um conjunto A € um naturai p, \p) aenota
todos os subconjuntos de cardinalidade p de A.
Sejam p, n € m naturais, tais que m = n + 1. Ache bije¢Oes entre
os seguintes pares de conjuntos:

o
(@]
Q
-
€
=

Exercicios 36 e¢ 37, mostre que:
(i) card A® = (card A)*™5.

(i) card p(A) = 24,

(1) card (Per A) = (card A)!.
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42.

(card A\

44

(iv) se p < card A entdo card k[ ) k “""), onde, para natu-

) m ) . )
rais n < m, denota o coeficiente binomial dado por:

\"*/

S de A card Sr > card S.
Sugestio: Use o Teorema de Hall, demonstrado no Capitulo C. III.

(Banach) — Dados conjuntos 4 € B, bem como fungdes f : 4 — B
e g : B - A, mostre que existem conjuntos S, T, X e Y tais que:

A=SuT, SNnT=g, B=XuyY, XnY=g,
Sf=X e  Yg=T.

Sugestdo: Defina uma fungdo h : p(4) - p(4), colocando, para
Vs A, Vh= A\BVg Sea 7 = {V < 4 | Vh < V}. A colegio
% ndo é vazia, pois A € #. Seja S (] V.Se Ve Wec A4, entao

Vhc Wh. Segue que % ¢ fechada sob intersecgdo, bem como,
se Ve Z entdo Vhe %. Assim, tanto S como Sh pertencem a % .
Segue que Sh = S. Agora basta colocar X = Sf, T = A\S e
Y = B\X.

(Schroder-Bernstein) — Sejam f: A - B e g : B —» A fungbes in-
jetoras. Mostre que existe uma bijecdo h : 4 — B.

Sugestdo: Use o Exercicio 40. Alternativamente, defina S, = 4\Bg
eS,., =S, g paratodon > 0.Sejam S = () S,e X = Sf Prove

nelN

que (B\X)g = A\S.

\

Seja f: M, - M, um morfismo de monoides. Mostre que se S
for um submonodide de M, entdo Sf é um submonoide de M,.
Mostre também que se T for um submonoéide de M, entdo Tf™!
¢ um submonoide de M.

3. Monoides M, e M, sdo isomorfos, escreve-se M, ~ M, se existir

um isomorfismo de M, para M,. Seja A um conjunto, e seja M,
(M,) o monodide que consiste do conjunto p(4), munido da opera-
¢do de unido (intersecgdo). Mostre que M, ~ M.



47.

48.

Relagdes, Fungdes e Mondides 229

O conjunto N dos nimeros naturais, munido da operagdo de
soma ¢ um monoide. Este monoide sera também denotado por N.
Seja £ um conjunto ndo vazio. Prove que a fungdo comprimento

|| :Z* > N é um epimorfismo que € injetor sse Z ¢ unitario.
Conclua que N é isomorfo a um mondide livre gerado por um

unico elemento.

.Um lementozaeMeumzero
como um zero a direita, isto
é, para todo m em M, mz = zm = z. Mostre que um monoide
A N m

v

bém que se z, for um zero

to

| 4 W3

a esquerda em M e z, for um zero a direita em M, entdo z, = z,,
e este elemento é o unico zero de M.

Mostre que todo monoide M satisfaz exatamente uma das quatro
afirmagdes seguintes:

querda.
(iv) M tem um unico zero € ndo tem outros zeros a esquerda
nem a direita.

E'..
@]
(/2]
CL.
[¢]
El
<
=
=)
i)
Cu
a
[72]
o
o
g
[72]
[
o
N
a
=
Cu
Q
[¢]
o
c.
o
c
)
=
a
(o
4
7]
-
[
»
Na)
e
o
-
-y
Q

Seja 4 um conjunto com pelo menos dois elementos. Classifique

os monoides Rel A e Fun A de acordo com as afirmagdes do Exer-
cicio 47. Caracterize os zeros de cada tino nos dois casos.

GLIALILLI AL U LUIRO +ELg LAY 23RS R0 AoV

(¢
(@)
Q
gz
7]
-
(¢}

Smam M M monodides. O nrnd o direto de M

ava l ' avZ AsaNSAANS AN WD

do conjunto M X M2, munido da seguinte ope rac;ao para todo
!
m,m eM, e mz, m,eM, (m,m,) (m, mz) = (m,m’, m,m’).

Mostre que
M M x ¢ um monoide
\l, AVA 1 L] AVE 2 “SALAR AAANJ AANJ ANE W
(i) M, x M, ~ M, x M,
i) Existem epimorfismos p, : M, x M, - M, para i = 1, 2.

(
\

(iv) Se M, e M, forem, respectivamente, dos tipos (ii) e (iii), de»
acordo com a classificagdo do Exercicio 47, entio M (XM, €

do tipo (1).
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Um grupo ¢ um monoide M, em que para cada a em M existe b
em M, tal que ab = ba = 1. Mostre que para todo conjunto A,
Per A é um grupo. (Veja Exercicio 37.)

. Mostre que um monoéide M é um grupo sse para todo a em M,

a A
Vi/

A = ivild = ivi.

M — A

a
Um elemento e de um monoide M é idempotente se e* = e. Seja
f:M, > M, um morfismo de monodides. Mostre que se e for
idempote xte em M, entdo ef ¢ um idempotente em M,. Mostre
por meio de um exemplo que a reciproca nio é verdadeira.

i x

Mostre que uma fungdo f em Fun A é idempotente sse a restrigio
g Af - Af de f a Af é a fungdo identidade 1y,

Um subconjunto 7 de um mondide M é um mondide em M sse
T? < T e T contém um elemento e, tal que para todo t em T,

et = te = t. Note que um mondide T em A é um submonoide
de M sse 1 € T. Mostre que se e for um idempotente em M, entdo
eMe ¢ um monoide em M, enquanto eM ou Me podem ndo ser
monoides em M. Porém, eMe = eM n Me.

Q
{
;
!
{

v
Mostre que (a, b) et sse a=b, ou existem um natural n>1 e

.
r ~ A taie Ao PR

Cos Cp5 -y €, €A, tals que a=c¢,, ¢, =b € (¢c;,c;, )er, para
i=0,1,...,n—1. Mostre que ¢ é a Ginica relagio minimal refle-
xiva e transmva que contém r. A relagdo ¢ é chamada de fecho
reflexivo e transitivo de r. (Confronte com o Exercicio B.II1.25.)
Observagdo: Note que ¢ e r* sdo entidades distintas! De fato,

enquanto t ¢ um elemento de Rel A, r* (isto é ( rl*\ é um sub-

S S=222 25U

17 A NI b am II_
A. IN anto, 1 = S.
ser*

Seja M um monodide. Mostre que a intersec¢do de relagdes de
congruéncia sobre M ¢ uma relagdio de congruéncia sobre M.

Mostre que dada uma relagio r sobre um mondide M, existe um

unica relagdo de congruéncia minimal sobre M que contém r.
Esta relagdo ¢ chamada de relagdo de congruéncia gerada por r.

)

Nas condi¢des do exercicio anterior, seja r. a relagdo de con-
gruéncia gerada por r. Seja s a relagio sobre M dada por:
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(m, m’) € ssseexistem u, v, x, y € M, taisquem = uxv,m’ = uyve
(x,y)erur™!. Seja t o fecho reflexivo e transitivo de s (vide
Exercicio 56). Mostre que ¢t = r..

Qllvnncff‘;r\' \‘I\D’fﬂ MNna f A 1IN ralor\
SugLolay . viUsu L {jul ¢ L uliia iliay

r, logo r. = t. Mostre que s < r_, pois r, ¢ uma relagdo de con-
gruéncia que contém r. Segue que o fecho transitivo, ¢, de s esta
contido no fecho transitivo, r,, de r.. Logo, t = r

Sejam A, B e C subconjuntos de um monoéide. Mostre que:
(1) Se A < Bentio AC< BC e CA < CB.

(1) A(Bu C) = AB u AC.
(ii1) (4 v B)C = AC U BC.
(iv) ABBNn C) € ABn AC.
(V) (A n BC < AC n BC.
(vi) Se 4 = B entdao A* = B*.

A A
I‘e“l‘\lﬂ MnIa ~rnnto

3 Aa ~Ann "
a AV 1% 1Iv1IG \.lu\v GAJlLltvill

~ or
AV} \«Ullsl

Seja f: M, - M, um morfismo de monoides, € sejam 4 ¢ B
subconjuntos de M,. Mostre que:

(i) (AB)f = (4f) (Bf).

(1) A*f = (4AfH)*.

Seja A um subconjunto do monodide M. Mostre que existem um
monoide livre £* e um morfismo f: X* - M, tais que Xf = 4 e
Z*f = A*.

B subconjuntos do monoide livre 2*; taisqueX = 4 U B.

€
A b - Tk A*ID A ke ok
Mostre que ™ = (BA™)".
e A rt A 1 Tk RNA a4 qu
A e B subconjuntos do mondide livre £*. Mostre qu

A(BA)* = (AB)*A

m

. Sejam A e B subconjuntos de monoide livre Z*. Definimos:

A™'B = {t e I* | existe s € A tal que st € B},
e AR 1—!@:3‘*'91{1«9 te B tal gue ste A

AT ww M = ~= 4R j.

Mostre que para todo A4, B, C < T*,

AVAR / Sea

() (AC 1B = A(BC)- 1.
(i) (4 1B)C™! = A"}(BC™Y).
(iii) (4B)"'C = B Y(471C). .
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Seja £* um monoide livre. A fungido reversio p : Z* — Z* €
definida por: lp =1 ¢ (so')p = g(sp) para todo seX* e g €.

A magem de s € X* por p é chamada de reverso de s. Sendo
s,iéZ*eA,BQZ rnoste que:
(1) = 5.

(i) (519 = (19) ().

(iii) (4B)p = (Bp) (4p).

(iv) A*p = (4p)*.

(V) (A7'B)p = Bp(Ap)~ le(

(Vide Exercicio 66).

AB ') = (Bp)~*(Ap).

£ r L2

Um subconjunto 4 de X* é um prefixo se para todo s em 4, o
unico segmento inicial de s que pertence a 4 é o pr()prio s. Em

simbolos, para todo s, t € X*, se s,st€ A, entdo t = 1. Mostre
que as afirmagOes abaixo sdo equivalentes {vide Exercicio 66

- para notacio):

69.

70.

71.

(1) A é um prefixo.
. * _ \
(1) Para todo s,,s,, t,,t, EX* se s t, = s,1,€5,,5, €A, entao

=1

2 ¥ 4 2"

Sejam A, B e C subconjuntos de T*. Mostre que (confronte com o

Exercicio 60):

(Y Q 4.. D ¢
(i) Se A U B for um prefixo, entdo

(11) Se A for um prefixo, entao ABn )=
B

a

=Av
B n AC.

Um subconjunto 4 de £* é um sufixo se o reverso Ap de A for
um prefixo. Enuncie e demonstre os anidlogos dos Exercicios

p-

68 e 69, substituindo prefixos por sufixos.

Seja A um submonoide do monoide livre £*. Um subconjunto B
de A é um gerador de A se B* = A. Mostre que

(A\D\(A\])?

é o unico gerador minimal de A.

(2) Para conjuntos A ¢ B, A @ B denota a diferenga simétrica de 4 e B, isto é,
AQ® B= ABRu B\A.
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CAPITULO 11

CONJUNTOS RACIONAIS E
O TEOREMA DE KLEENE

Um autoémato finito o/ (ou simplesmente autémato /) consiste de:

um conjunto finito Q de elementos chamados estados,
um alfabeto finito X,

tados iniciais,
um subconjunto F de Q, cujos elementos sdo chamados de es-
tados finais.

O autémato acima sera denotado por & = (0, X, «, 1, F).
De acordo com a Pronosi ﬁv 1.4, o tem uma Unica extensio a

P ANeU waaa A AVpvOiys Twiii weaazls iriawh VaAarTwaaoK(WS

um morfismo

X* > Rel Q,
que também serd denotada por «. Resulta que la = 1,. Ademais,
dada a palavra s
§=0,0,..0, (0,eX, i=1,2,...,n),

3
»

@
=
|

. VAN (1N -\
q'tq‘_llola) (l = I,L, ey l).

Passamos a dar uma descri¢do combinatéria de automatos, bem
como das relagdes sa. Definimos inicialmente o conjunto E de arestas



do autéomato &, como sendo o subconjunto de 0 x X x Q; dado por 7

E=1{(@4,0,9)eQ xZ x Q|(g,q)€oa}.

Este conceito sugere uma representagdo grafica de automatos. Cada
estado € representado por um pequeno circulo. Uma flecha en ntrand
em (saindo de) um estado, indica que este € um estado inicial (final).
Para cada aresta (g, g, ¢') de & desenha-se uma flecha rotulada o,
saindo de g e entrando em ¢'. Na Figura 1 damos um exemplo, onde,

~

\/UlllU llU

Figura i — Um aut6maio #.

Um passeio ¢ em & é uma seqiiéncia finita de arestas, da forma

¢=1(4,0,,9,)4,,6,,9,) ... (¢s-;, 0., G;) (n=>1).

Dizemas aue g & a aricem e a o término do nasseio ¢ O rétulo ol
A LEN/ARAVU D \l“v qo w a v lé\'"l A I1" v s T ITRRIST A A V4 yuuuvnv e N LAY A <24 V4 lvl
do passeio ¢ € a palavra de Z* dada por

lc| =0,0,...0,
Definimos também, para cada estado g de A o passeio degenerado
1,, que tem origem € término em g € ndo contém arestas. Por defi-
0\; "II‘I‘\ t‘ r‘annn "l'lf‘l\ 1 A ” Iﬂ‘]"ﬂ LI rFIN I(‘fl\ 1’3
11 tuliv U U\asbll 1avuv 1 v a pala\ua vasia, 1w

primento do passeio degenerado € zero. Observe que o comprimento
de um passeio ¢ € igual ao comprimento de seu roétulo |c|, isto € o
comprimento de ¢ é dado por ||c||- Sendo ¢ um pas asseio com origen

g, término ¢’ e rotulo s, as seguintes nota¢des serdo utilizadas:

=

4 ’ c 14 ’
¢c:q—4q,49—4q9, 4q—>4q €c.q—(q.
Em particular, uma aresta (q, o, ¢'), podera também ser denotada por

a
qg—9q.

Dados passeios ¢, e 22

€, -4, 24, €¢, .4, >4q,,



tais que o término de ¢, é igual & origem de c,, definimos o seu produto

' ¢ )
€6, -4, =4, =45,

obtido por ¢ ncatenac do. Esta claro que o produto de passeios

D~

m

(c,c.)e; = ¢,(c,cy),

dado que os produtos c,c, € c,c, podem ser efetuados. Ademais, para
J -OIml Of ge y4 € lCl'IIllIlU q,

<%
7
17
(]
[ X
(@]
(o)
Q

Temos também que:

leiex| = le)| ;] e |lese, || = e, ]| + [le, .

Para efeito de ilustragdo, consideremos os passeios ¢, € ¢, no

autOmato « da Figura 1:
¢, =(4,,0,49,)4,,7.9,) (4,,0,9,)
e ¢, =104,,0,49,)4,,7.4,) 4,,0,9,).
Temos que |c,| = |c,| = a10, ||c,|| = ||c,|| = 3 € o passeio
€6 -4, 749,

¢ dado por
CiC - (qi g qi)(qi 5 Ty qi)(ql 5 0,5 qi)(qi s 0, qi)(qi‘s T, qi)(ql s O, 42)9
seu rétulo € | c,c, | = 610070, € seu comprimento € || ¢, || =6

A proposi¢do a seguir caracteriza as relagdes sa em termos de
passeios:

g ALY =3 ¥ = 7
palavra s em X* e estados q e q', (q, q' ) pertence
a so sse existe em & um passeio ¢ com origem q, término q' e rotulo

s. Em simbolos,

PROPOSICAO 1. . Seja of = (Q, X, a, I, F) um autémato. Para toda

o i s
(g, q') € sa sse existe ¢ :q — q'.

Demonstragdo. Procedemos por indugao sobre o comprimento da pa-
lavra s em Z*. Se |s| =0, entdo s=1 e sa = I,.
Por outro lado, os passeios com rétulo s = 1 sdo todos degenerados.



1
c:q—¢q
sse ¢ = ¢’ sse (¢, g') € 1, = sa. Supondo agora que |s| > 1, existem
tem X* e 0 em X, tais que s = to. Entdo, as afirmacgoes segulmes

sdo equivalentes:
(1) (¢, q') € sa.
(i) existe re Q, tal que (¢, r)eta e (r,q’) € oa.

t c
(iii) existem r e O, e passeios ¢, : ¢ P rec,.r—gq.
(iv) existe em &/ um passeio ¢ :q —q'.

De fato, a sendo
valéncia de (i) e (i1) s

morfismo, sa = (to)x = (to) (oa), logo a equi-
segue da deﬁmcao de composu;ao de relagoes.

s:
VB

Agora, (i1) e (iii) sdo equivalentes pela hipotese da indugdo ¢ a obser-
vagio de que (r, ¢') € oa sse (r, g, ¢') € uma aresta de d Finalmente,
se (iii) estiver satisfeita, entdo o passeio ¢ = c,c, tem rotulo |¢|=to =5,

logo c¢ satisfaz (iv). Reciprocamente, se (iv) estiver satlsfelta, entdo
o passeio ¢ tem rotulo s = tg, logo ele admite uma fatoragdo

ara 5 m r €m g Assim, (un) €s8id sa
(v) completa a demonstragdo. m

|| = {seZ*|I(st) " F

Em vista da Proposi¢do 1, esta claro que

r } . : . S £

~

| | = {seZ*| existem i€, fe F, e um passeio c:i > f}.
Dizemos que || é o comportamento de o, e também que & reco-

nhece |/ |. Um subconjunto 4 de X* é reconhecivel se A for o com-
portamento de algum autdmato, isto é, 4 = | | para algum aut6-
mato /. Denotamos o conjunto dos subconjuntos reconheciveis de

Tk _ ..
2"~ por

de
U o ) W WAIl1UWw1AL \-l“
4

Rec X.
No caso do autéomato da Figura 1,

|| = (6 U 1)*0,
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portanto o conjunto (¢ U 1)*0 é reconhecivel. Deixamos ao leitor a
construgdo de autdmatos que reconhecem os conjuntos &, X* 1 e
o (para o€ X).

Um autébmato & = (Q, I, a, I, F) & deterministico se card I = 1
e para todo ¢ em X, a relagio gx é uma fungdo. Neste caso o é uma
funcdo
a:X - Fun Q

€ sua extensio é um morfismo

Assim, se i for o estado inicial do autdmato deterministico &, entdo
O seu comportamento pode também ser expresso por

1| | «/ \ b )

| | = {s€Z*|i(sa) € F}.

Por outro lado, pela Proposicio 1, um autémato & = (Q, X, «, i, F),
onde i representa o estado inicial, é deterministico sse para cada par
(9, 5) em Q x X* existe exatamente um passeio em .o/ com origem
em g e com rotulo s. A Figura 2 mostra um autdémato deterministico
#. Deixamos ao leitor a verificagdo de que o comportamento de #

14 ’
também ¢ (o0 U 1)*0.

Or
O
— T
'~ T

Figura 2 — Um autémato deterministico.

Um subconjunto # de p(Z*) ¢ racionalmente fechado se & e 1

—

pertencem a ¥ € se para todo 4 e A" em %,
AU A, AA e A*

também pertencem a % . E facil ver que a intersecgao de subconjuntos
racionalmente fechados de p(Z*) também ¢ racionalmente fechada.
Denotamos por

Rac
0 menor subconjunto racionalmente fechado de p(Z*) que contém

0s conjuntos unitarios g, para todo ¢ em X. Os elementos de Rac T
sao chamados de subconjuntos racionais de X*.
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Alguns exemplos de subconjuntos racionais de X* sdo
X* = (0 U T)*, (0 U )%, (0T U 10)* € (00)*.

Note que os elementos de Rac X 5 aqueles subconjuntos de X*

rti
quc pudem SEr ubtxduo a pari

um numero finito de vezes as operacoes de unido, concatenagio e

Py

A VEL I Y
Os conjuntos unitarios g, utiiizanao-se

O Teorema de Kleene, que demonstramos a seguir, afirma que
para todo alfabeto finito Z,

2.  Operaces sobre conjuntos reconheciveis

Tendo em vista a verificagdo da inclusdio Rac £ = Rec X, mos-
tramos nesta se¢do que Rec ¥ € fechado sob varias operagdes. Nos
exercicios indicamos outras prooriedades de fecho de Rec X.

AL B o PRV AARAbe BBV RAASN =L IS

PROPOSICAO 2. Todo subconjunto reconhecivel de T* é o compor-
tamento de um automato deterministico.

Demonstragdo. Sejam A em Rec X e of = (0, X, a, I, F) um autébmato
O necessariamente determmmtmn\ que reconhece

E imediato que o autdmato & ¢é deterministico. Por outro lado, mos-
tra-se, por indu¢do no comprimento de s em £*, que para todo P < Q,

Assim,
se|lo| sse Isa)nF# @ sse Isa)=1IsP)eG sse se|R|
Logo, |#|=|#|=A4. m



A construgdo da Proposi¢do 2 é chamada de construgdo dos sub-
conjuntos. Na Figura 3 indicamos o autémato deterministico obtido
a partir do autémato da Figura 1 através desta construgio.

0,7 LT
(T~ S @‘
" ¢ — 4qi o
U O,T
~ K‘“ yﬁ
(42 }—» —
N

Figura 3 — Exemplo para a construgio dos subconjuntos.

Pa_[a A 2*, denntzmnc or 4_ O complement

A < X* denotamos por A o complemento de A em X*, isto é
A= 2*\A4
COROLARIO 1. Rec X é fechado sob complementagéo.
Demonstracdo. Seja A em Rec X e seja of = (O, %, a, i, F) um auté-
mato deterministico, que reconhece 4. Definimos

Segue que
B8] =Z*\| | =

(Note que a demonstragido ndo é valida se .« nio for um autémato
deterministico!) m

PROPOSICAO 3. Rec T é fechado sob unido.
Uemonstracao Sejam A; em Rec X e &= (0;, %, a;, I;, F,;) autdbma-

tos tais que | ;| = A,, para i = 1,2. Sem perda de ge-
neralidade, podemos supor que 0, n 0, = &. Definimos
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COROLARIO 2. Rec X ¢ fechado sob intersec¢do e sob complemen-
tagcdo relativa.

o
m Rec X. Entdo

4 — 4 A 1 4\ 4 _ P e
A NnA,=A, UA, e A\A, =4, N A,.

O resultado segue do Corolario 1 e da Proposigio 3. ®
PROPOSICAO 4. Rec T é fechado sob concatenagdo.

Demonstragdo. Sejam A, € A, em RecZesejam s/, = (Q,, X, « w1 F)
autématos tais que

|, |=4,,|,|=4,¢ 0,00, =.

=1 P-4 7~

B = (Q1 UQz’Z’ﬂ’I’FZ)’

Iﬁi se [ nF, =0

~
Il

)
L11U12 se I, nF, # &,

e, para todo ¢ em X,

of = oa, v oa, U {{q,,q9,)€0, xQ,lq,(0a)NF, #Feq,el}.
Observe que se E, e E, sdo os conjuntos de arestas de o, e, res-
pectivamente, entdo o conjunto E de arestas de # ¢ dado por

0,4,)€0, x £ x Q, | g, €1, eexistem
f'le(n g f'\c:F.'l.

TN\7113YVyIJ -1

S,
m *

PROPOSICAO 5. Rec X é fechado sob estrela.

Demonstragdo. Seja A em Rec Z, e seja & = (Q, X, a, I, F), um autd-
mato que reconhece 4. Seja p um estado que ndo
pertence a Q. Definimos
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onde para todo ¢ em X

of =X,uoau{(pgep x Q|gellon)} v
v{@.peQ x plgo) n F # ),
com
(& se o) nF=(
Xd:t

oo ]
=
(@]
I
)
(oN

Eg=E_ u{(p,0,9)ep x T x Q|existemiele(i,0,q)e E,} U
{(g,0,p)€Q x T x p|existemfe Fe(q,0,/)eE,} U
U {(p,0,p)ep x T x p|existemiel,fe Fe(i,0,f)eE,}.

Mais uma vez deixamos ao leitor a verificagio de que
|B|=|A|*=4* =

Na Figura 4 sdo apresentados exemplos das construgdes das Pro-
posicoes 3, 4 e 5.

Y
JZ{Q: /F\ g
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e@z:
,’@3:
Figura 4 — Exemplos das construgdes !Q 1! = !.,Q/ 1 !u !,521 2!
'l | — | g vV 72 | algs | _ |V .7 |x%x
[ # | = [ 1 ] C I H = 155, ]

3. Sistemas de equacdes lineares

Tendo em vista a veri : |
damos nesta secdo sistemas de equagdes lineares, cujos coeficiente
e incognitas sdo subconjuntos de X*. Mais precisamente, dados um

natural n > 1 e subconjuntos de X*

.. estu-
, €St

A

E;; e T, para 1 <i,j<n,

e

X,=T,u |JE X, (i=1,2,...,n). (D

Mostraremos que sob certas condi¢des o sistema (1) admite uma
tnica solugdo que é constituida de subconjuntos racionais de X*.
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PROPOSICAO 6. Se 1 ¢ E;;, para 1 < i,j < n, entdo o sistema (1)
admite no mdximo uma solugdo.

Demonstracao. Suponham-s que os subconjuntos X,,... X, e
Y, ..., Y, de £* sdo solugdes de (I). Mostramos por

, para s e X* que

seX;sseseY, (i=12,...,n).

indugdo em |s

o,se|s|=0,entdo s = 1 e como I ¢ E;; por hipétese, resulta

leX;sse 1eT;sse leY;, (i=1,2,...,n).

4

Seja entdo s em X*, tal que |s| > 0, e suponhamos que s € X,. Re-

ulta de (1), que

Se se T,, entdo

SET‘U UEIJY]= Yl"

E
\

um j, 1 <j<n, se E;;X;. Assim, existem
= 5. Por hipétese 1 ¢ E;, logo |1, |> 0.
s|, e pela hipotese da indugdo, t,eY;.

N

Segue que

™l v v
1;9 UL,-J-— I,

In

Em ambos os casos, s € Y;. Argumento simétrico mostra que se s € Y,
entdo se X;. Logo, Xl = Y,, parai=1,2,....n. =

'-a

PROPOSICAO 7. O sistema (1) tem pelo meno
ije T, (1 <1, j<n) sdo subconjuntos
racionais de X*, entdo o sistema (1) tem uma solugdo X; (1 < i < n),
constituida de subconjuntos racionais de T*.

ma solucdo. Além
1

disso, se E

Demonstragao. Procedemos por indugdo em n. Se n = 1, a equagio
X, =T, UFE X,
i 1 11 1

admite a solugdo
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De fato, usando a identidade £%, = 1 U E | ET,, obtemos

11°
X,=E}\T,=0vEE)T, =T VvE ENT, =T v E X,

Além disso, se E,, € T, sdo racionais, E%,

1
X 1 s |
e 2> Va - - N NAneacsAAarasa Qs

mos entao que n > 1, ¢ Consiacrémos o sistema abaixo de n 1
equagoes :
n-1
4 i
X.=T.U.UE,-,-X,- l1<i<n-1), 2)
i=
onde
!
E,;,=E;UEENE,; (1<ij<n-—1), 3)
4
€ T;=T,0EELT, (1<i<n-—1). (4)
Pela hipotese da indugio, o sistema (2) tem uma solugdo X; (1<i<n—1)

Os X, (1 < i < n) assim obtidos satisfazem (1). De fato, para
l<i<n-1,

’ . ’ _
J=1
n—1
- 7T , F T | . ' =
=4V Ly g Yoy {E”'\_/ EcnﬂnEnj)“J =
J=1
n—1 n—1
== Tiu . EinjUEinE:n T"U E"ij -
1= 1 1=1
J i . \ v a /
l’ll
=T, v |) E X

Temos ainda, colocando E* =1 u E, EY,

/ a1 N\
Y — I /"’ | Il ) v \ _
Ap = Ly, | 1,V LA =
\ i=1
n—1
= (1 UE""E:"); T, v U Eanj =

J=
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N)
F-y
(/]

n—1 n—1
=T,u |J EX;UE.EL (T, 0 | EX;| =
j=1 i=1
_’r'ullr v

=1, y

Alem disso, se E;; e T; (1 <i,j < n) sdo racionais, resulta de (3) e
(4) que Ej; e T; (1 < i,j < n — 1) também sio racionais. Pela hipo-
tese da indugdo, (2) tem uma solugdo X; (I < i < n — 1), que é cons-
tituida de subconjuntos racionais de 2* Vem de (5) que neste caso

A V4 LA

A, € racional também. ]

Observamos que a solugdo obtida na proposigdo acima, pode
também ser obtida do seguinte modo. Reescrevemos a n-ésima equa-
¢do de (1):

/f I N\

s m | | ol -r le ol [ ol -r — -r £\

Ap= 1,0 UE A= 4,0 U Enjdj| U Eppdy,. \0)
N

Pela formula obtida na base da mducao (5) pode ser considerada uma

solu¢do formal de (6). Substituindo (5) nas n — 1 primeiras equa-

gqes de ( 1), obtem se exatamente o sistema (2).

PROPOSICAO 8. Se Ej;eT, (1 <ij<n)sdo subconjuntos racio-

nais de 2* tais que 1 ¢ E;; (1 < i,j<n), entao

o sistema (1) tem uma unica solu¢io X; (1 < i < n).
co

tuida de subconjuntos racionais de T*.

4. O Teorema de Kleene

— 1 ) /4

Estamos agora prontos para provar o Teorema de Kleene, isto
¢ a igualdade dos conjuntos Rec X e Rac Z.

TEOREMA 1 (Kleene). Para todo alfabeto finito X,
Rec ¥ = Rac X.
Demonstracdo. As Proposigdes 3, 4 € 5 mostram que Rec X ¢ fecha-

do sob unido, concatenagio e estrela. Por outro lado,
&, 1 e 0 € £ sdo reconheciveis, logo Rec £ ¢ um subconjunto racio-
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nalmente fechado de p(Z*) que contém os conjuntos unitarios ¢ para
todo o € . Segue da definicdo de Rac X, que

D% D_ .
nac 4 nec 4.

In

Para mostrar a inclusio reciproca, seja 4 € Rec X, e seja
A =(Q,%,a, I, F) um autémato que reconhece A. Sejam n = card Q

€q,,9,, ---, 4, uma enumeragdo arbitraria dos elementos de Q. De-
finimos::
"di_(Qsiaasq;‘s}?) (ISlSn).
:“/i={""""i| (1555"),
Eij={0eX|q;eqon)} (1 <ij<n),
1 se g;e F
€ T, = (1<i<n
[ se q ¢ F
Os conjuntos acima satisfazem as identidades
n
j=1
De .:;.to,
Xi=|o|={seZ*|qls0)n F # &} =
=T, u{seZ*| |s|=21egqsa)nF#J} =
=T, {ceX|q;eq aa)}{teZ*|tha)mF;éQ}
lnl
=T,0 |J E;X;.
ji=1

Ora, T, (1 < i < n) é racional, ¢ como X ¢ finito eE;cX E;
< i,j < n) € racional também. Ademais, 1¢ E;;, logo, pela Pro-

p sicdo 8, o sistema (1) admite uma unica solucdo, e esta é constl-
t -

1t da Ao ciilhnnmiiintac taniATmae A..,J.. ~o
iaa ac DUUL«UIIJ UIILUD ldblUlldlb UC L . \.«Ul Cluimos

para 1 < i < n. Finalmente,

A=|Ml={se2*|1(sa)nF;éQ'}# {s€X*|q(s0) " F# )= UX

a el q el
T i 11

Isto estabelece o Teorema de Kleene.
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COROLARIO 3. Rac T é fechado sob complementagdo.

Demonstra¢do. Segue do Teorema de Kleene e do Corolario 1. m

Observamos que o Corolario 3 é um resultado algébrico sobre

m conjunto (Rac X) definido algebricamente. A sua demonstragio

porém, exige toda a for¢a do Teorema de Kleene. Em outras palavras,
para provar o Corolario 3, tornou-se necessario introduzir o conceito
de automato' De fato, nio conhecemos demonstragdo deste resultado

are +A t {
ize autématos (ou algo equivalente).

€

Figura 5.

Figura 5§ — Um exemplo.

Resulta o seguinte sistema de 3 equagées:

X, =o0X,
X,=0X vdX,
X,=1u1X U (o uX,.

Resolvendo a terceira equagdo em X,, obtemos:
— *
= (e v 1)*(1 U X))
Substituindo X, na segunda equagdo, obtemos:

v o el
AZ—O\OUT.) uloualou

Substituindo X, na primeira equagido, obtemos:

X, =00(0 v )*ualoualouT)*T)X,.
Resolvendo a ultima equagdo em X,, obtemos:
| P v oo _( JAY "JAN | ISy S \*
| & | =X, =|olcvolocuT) 1) 00(0UT)

Em geral, existem varias expressdes denotando o mesmo subcon-
junto racional de £*. Algumas podem ser obtidas mudando-se a enu-
meracdo dos estados do autémato e aplicando-se o algoritmo do



Teorema de Kleene. No caso do autdmato da Figura 5, deixamos
ao leitcr a verificagio de que

b. Mondide de um autémato
e 0 mondide sintatico

dec e M a rada antAmatn
WD

“e IV‘d w 4 ‘A a4 VGG aulviiialvwyw

No aue geo
A YW - U\leu

qu
&/ e a cada subconjunto 4 de X*. Estes monoides tém um papel fun-
damental, pois permitem tratar varios problemas em termos algé-
bricos, utilizando a teoria dos semigrupos. No capitulo seguinte re-
solvemos um problema com estas caracteristicas.

Seja & = (Q, X, a, I, F) um autémato. Entido
o :X* > Rel Q

ass e

¢ um morfismo. A imagem Z*a de * por « é um submonéide de Rel Q,
chamado de mondide de o/, e denotado por M,,. Assim, o pode tam-

4 o Poy £ cana
bém ser

isto0 COmo um epimoriismo

<l

a:X¥ > M,.

Como Q ¢ um conjunto finito, Re/ Q é finito também, portanto o mo-
noide M, de um autémato & € um monoide finito.

No caso particular em que &/ ¢ deterministico, 0 mondide M,
de o/ é um S"bﬁornéide de Fun Q.
: .
Seja A subcor _Jlu 1to de X*, Dlz-se que palavras s, e 5, em
X* sdo congruentes odulo A e escreve-
s, =5, (mod A)
sse
para todou, vem X* us ve 4 sse us,ve A. (D

Em outras palavras, s, € s, sio congruentes modulo 4 sse em qual-
quer contexto (u, v), s, € s, podem ser trocados um pelo outro, sem
alterar a pertinéncia a A das palavras em questio. Esta claro que a
elacdo acima é de equivaléncia sobre X*. Mais aind

wAlYESY Gzl >~ .

ela ¢ uma re-

lagdo de congruéncia, pois se s, = s, (mod A) e teX*, entio (1)
implica que

)

ara todo u, vem X* us_tve A sse us. tv e A,
1 2
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isto €, s,t = s5,t (mod A). Analogamente ts, = ts, (mod A). O mo-
noide quociente de £* por = (mod A) é chamado de mondide sintdtico
de A e é denotado por M,. A projegio candnica

y:Z* > M,

¢ chamada de morfismo sintdtico de A. ‘
Observamos que se 5,7 =5, isto € 5, =5, (mod A), entdo
s, €A sse 5,€ A. Assim,

"o e nA
A9 8

Pala tU 2* ogQ oamy — 1

A
5 € A S8€ §YY

In

A (7
O sém A. <)

Note que os conceitos acima aplicam-se a qualquer subconjunto

de Z*. A proposigdo seguinte, que caracteriza Rec X, é o elo de li-
gagdo entre as teorias dos automatos e dos semigrupos.

PROPOSICAQ 9. Um subconjunto A de £* é reconhecivel sse o mo-
noide sintdtico M, de A é finito.

i

Demonstragdo. Seja o = (Q, Z, a, I, F) um autdmato que reconhece
o conjunto reconhecivel 4. Consideremos o morfismo

aX* > M, e seja y:Z* > M, o morfismo sintatico de A (veja
p"n]"‘ﬂ ‘\
P xsuxa U}.
!
* -
z > M,
ol e
l g
l e
\ /
My
Fioura 6
Figura 6
Mostramos inicialmente que aa™! = yy~!. Para tanto, basta provar
que para todo s,,s, € I*,

s,a = s, implica que s, = s, (mod A).

De fato, sejam u, v em T*. Como s, = 5,0, resulta que

(us,v)a = (ua)(s,o) (va) = (ua) (s,0) (va) = (us,v)e.
Em particular:

I((us,v)a) = I((us,v)a),



logo
us,ve A sse us,v e A.

Assim,
s, (mod

Ry
3 2 moa A

I

Pela Proposicdo 1.3 existe um epimorﬁsmo g M, - M, ja quey
€ um epnmorﬁsmo Como M - ¢ finito, M, é ﬁmto tambem

o morfismo sintatico de 4. Seja & = (M, X, a, 1y, F) um autémato
deterministico, onde

e para me M, e 6 € X, a imagem de m por oo ¢ dado por

m(oca) = m -« (07).
(Note que no lado direito, o ponto indica multiplicagdo em M,.) E
imediato verificar, que para todo s em X*

Terminamos esta secio com uma observagdo. Nao apresentamos
neste livro ferramentas suficientes para computar o monoide sinta-
tico de um subconjunto reconhecivel A de X*. Isto pode ser feito,

[ PO W PR [ D ey PRy

....I —~ ~naib A ~ s A= 1
anao o automato lCUULlUU, que ICLUIIIICLC /i

412
Ullll,

EXERCICIOS

itos Q, X, E, I e F, tais que I, F

E 2 x @, mostre que existe um unico automato
o = (0, X, a, I, F) cujo conjunto de arestas € E.

2. Complete as demonstragdes das Proposi¢cdes 4 € S.

1. Dados conjuntos Qe

, N



3.

o0

y::

10.

LD mtme Bt

Dé um exemplo de um autémato & = (Q, I, a, I, F), tal que
o | #|B|, onde Z = (Q,Z,a,l Q\F).

para algum automato d}.

Sejam o ;=(Q;, L, a;,i,, F;) autOmatos deterministicos para j =1, 2.

O produto direto of |, x o, de o, e o/, é o autdbmato

o, xd,=(0, x0,,Z,0a,l(,i), F, x F,),
onde para todo par (¢9,,9,) em @O, x @,,
4, 9,)(0x) = (q,(00,), g, (0a,)).
Mostre que | o/, x &, | = |, ||/, |. Mostre que substi-

tinndon 0S pcfndn inaiec F  w p de nl v o noar coanmntac
1833341010 CSwallls ifals J A7, G &, X &, pOI CONjunos

convenientes, obtém-se autématos com comportamento

—

|d1|u|d 1|\|d2|e'd1|@|d|
Generallze a construgdo do produto direto para automatos em
ral, de forma que a igualdade |/, x o, |= |, |n |, |
contmue valida. Mostre que sub‘tit‘uiﬁdo "on‘v‘niente“‘e“‘e oS €es-
tados finais de .« o/, obtém-se um autémato 4, tal que

_IX

|#B|<c |, |v|A,|. Déum exemplo de autdmatos o, e &,
tais que tanto | &, | como | &, | contém palavras ndo va21as
no entanto o autémato &/, x &, nido tem arestas.

Seja h : Z* - I'* um morfismo de monoides livres. Mostre que

ce A — % L on - I.. .-.,.I Aot X~ AL A cn~nae LA feral . ea l..\ AA A~
X A = & U ICLUINLICULIVL], cnao /i" C réconnccivel iamocm. ivios-
-1

tre que se 4 < F* ¢ reconhecivel
também.

’

é reconhecnvel, entio Ah

4w

e Tk Tk
=

Assim, por exemplo, (071) L1 1X*=ZX*eZ*1Z*. Moc
AL 1A, =A, 1 1A, . Mostre também que Rec T é fechado
sob embara]hamento.

Seja A um subconjunto reconhecivel de £*. Mostre qu
AZ"‘" e (X* 14)X* ! sdo reconheciveis tamb \%

[q'})
-
[2
<

ALAwes

P

1.66).

Ache uma expressdo racional, tdo ‘‘simples” quanto possivel,
para o comportamento do autoOmato da figura seguinte:



11.

12.

13.

14.

16.
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Q

n‘
e

&‘

s‘
——
——-'___——

u]

Q

Mostre que se 1 € E < X*, entdo X é uma solu;;ﬁo da equagao
X = Ty EX sse existe V< X* tal que X = E¥(T u V).

(McNaughton e Yamada) — Baseando-se nas idéias que seguem,
dé uma nova demonstracio da inclusio Rec £ < Rac X. Seja

VS-S Theneme s sieeen

A = \g, L, a, 1 r) um autémato com #n estados. Fixamos uma
enumeragao arbitrania ¢q,, ¢,, ..., g, de Q. Para 0 < k < n, di-

zemos que c :q; - q; € um k-passeio se para toda fatoragdo

qg; —% g, —% g, de c, s, # 1 # 5, implica que ¢ <k. Sejam,
para 1 <i,j<ne 0<k<n,
4(k) (0 — ©& | nerictns siemm | L smnccnt |
ij ‘lb C L | CAIDLIC ulll [K- pdbbClU q, —' q}f
Mostre que para 1 <i,j<n e 0<k<n,
0) —
A = {0 €L |gje g;(00)}
e 4K — A(k—l) A 1)(A(k—l)\*4
“Eij - 4R “Ckj
Conclua que 4" ¢ um sz.bco..;unto racionaldeX* paral <i j<n
e 0<k<n Como
|| = | 4,
q el
q‘jeF

Mostre que um subconjunto 4 de Z* € reconhecivel sse existe um
monoide finito M e um morfismo f:X* — M, tais que A~ ' = 4.

Calcule o monoide sintatico de (o7)* e de (o7 L t0)*.

. Calcule o monéide sintatico de 4 = {¢"t"|n > 0}. Conclua que 4
nao € racmna}. Confronte com o Exercicio 24.

Sejam ;= (Q,,X;, «;, I;, F;) autdomatos para i=1, 2. Dizemos
que &/, € um subautomato de </ ,se



18.

20.

21.

22.

N
(]

24.
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0,€0,,X, ¢, I cl,, F, € F,

eparatodosgemZX , oa, S oa,. Mostre que se &, for um subautd-
mato de &/,, entdo |, | | o, |.

TrTY

Um autémato & = (Q, Z, a, I, F) é conexo se para todo g em
..vte ue ¢

& =(0,%Z,a, 1 F) tem um Gnico subautdmato conexo maximal.
Este subautomato ¢ chamado de parte conexa de /. Mostre que
a parte conexa de &/ € o autémato &, =(Q,,X,a.,l,FnQ,), onde

a0

aec ey Moctre ane todn autom

*
um s em 2* tal g ma

wRAAA & waAAA g wiazx 51 S A WW e VAV UUL W \1“\« tTVuuyv aun

Q.= {q € Q| existe s € * tal que g € I(sx)}
e para todo ¢ em X, oo, = oo N (Q, x Q.). Mostre ainda que
|| =[]
Baseando-se nas idéias do Teorema C.I.1 dé um algoritmo para
achar a parte conexa de um autdémato dado.

. Umautémato.&f = (Q, X, a, I, F) é fortemente conexo se para todo

par (q,, q,) de estados de &/ existe s em Z*, tal que (q,, gq,) € so.
Mostre que todo automato deterministico o = (Q,X, «, i, F) con-
tém um subautomato fortemente conexo &' = (Q', Z, o, I, F'),
no qual oo’ € ndo vazio para todo ¢ em X.

Sejam o/, ¢ &/, autématos determin ist'cos, esejamn ,n,eno
ntmero de estados da parte conexa d o
pectivamente. Mostre que n > max{n,,n

Seja &/ um autdmato com n estados. Mostre que toda palavra

s€| s/ | de comprimento pelo menos n tem uma fatora¢do s = uvw,
f_alq1__el$|v’<n Puv*wC'o/'
Usando o Exercicio 22, mostre que o comportamento de um autd-

mato dado &/, com n estados, € infinito sse existe uma palavra s
em }.of | tal que n < |s| < 2n.

o
n

» denota o numero de ocorréncias da letra

Parace X eseX*,
o na palavra s.

Usando o Exercicio 22, mostre que os subconjuntos seguintes de
2* ndo sdo reconheciveis (X = {a, t}):

(i) {e"t" |n > 0}

(i) {seZ*| |s|, =|sd



N
W

N
N

27.

28.

29.

30.

. Mostre que um subconjunto 4 de Z* & reconhecivel sse o con-

£t iomdbnee Danianania

to o = \g,/-,u, ',I)C no
nenhuma aresta de & tem término em I, ou ori-
gem em F Mostre que se A for um conjunto reconhecivel, entao
A\l é o comportamento de algum autdémato normalizado. Dados
autdmatos normalizados &/, € &, , construa autdmatos com com-
ortamento | o |U |, !, |t | |, ] e |, |"

~
* B
"1

3

X L mnmale o nlern I

junto

1;3
I\l
<
o
)
w
2
53
(@]
o)
7

Seja B o semianel booleano, isto é B tem suporte B = {0, 1} e
¢ munido das operagdes + e -, onde
0+0=1:0=0:-1=0:0=0,

e I+1=1+0=0+1=1

[

1
L.

Para um natural n > 1, seja M,B o mondide cujo suporte €
o conjunto das matrizes n x n com coeficientes em B, munido
da operagdo de multiplicagdo de matrizes. Mostre que os mo-

noides Reln e M, B sdo isomorfos. Conclua que o monoide M,
A o e A__a AL s il o 212en crrbrseanmn A AN As AL D Anda
ac um 4duiomnmdilo ¥ € IOINOIIO 4 ulll >uvlnvnvuilde uc v, o, viiuv
n € a cardinalidade do conjunto de estados de A. (Confronte com

o Exercicio B.I11.24.)
Um autémato & = (Q, X, «
imo

em X* o tem no maxim

um pass

em F e rotulo s. Mostre que existe um aigor
se um autdomato dado é ambiguo ou ndo.

E:
(@]
ho]
)
& v
c
a
G
e

Mostre que para tod

Q Qta
Sugestdo: Senems

a A, entio A N {c” |

ubconjunto 4 de o*, A* ¢ reconhecivel.
n

naturais, tais qug() <m<

m (mod n)} é reconhecivel.

Seja Z o conjunto dos inteiros, munido da operagdo de soma.
Seja ainda h : X* — Z a extensio a um morfismo da fungdo

h :Z — Z, onde T = {0, 1}, oh, = 1 e th; = — 1. Mostre que



sh = |s|, — | s|. (veja Exercicio 24 para a notagio). Para um
natural n definimos

D, = {seZ*|sh=0 e para toda fatoragio s = s,s,

P - N - b
de 5, 0 < s,h < nj.

Colocamos também
D= D,
neN
Mostre que para todo n D, é reconhecivel, mas D ndo é reconhecivel
31. Mostre que Rec T ¢é fechado sob reversio (veja Exercicio 1.67)
N~ ™A N ~ . A , .
32. D€ uma construgdo que associa a um autémato &/ uma maquina

de Turing ndo deterministica M que ndo utiliza as suas fitas de
trabalho € que reconhece o comportamento de o (veja Capitulo

«x ).

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

Autdématos finitos foram introduzidos na segunda metade da dé-
cada de 1950. Os trabalhos pioneiros na area sio de Kleene, Moore
e Myhill. Alguns destes estdo reimpressos no livro de Moore [85].
Entre os trabalhos da época recomendamos em especial a leitura da
exposi¢do muito lucida de Rabin e Scott [99]. Posteriormente, a teoria
foi substancialmente enriquecida por varios autores, entre os quais
Brzozowski, McNaughton Rhodes e Schutzenberger

apareceu orlgmalmente em [59]. A Propo-
tado a I

2 =% 2 ~ v. \onu u e

Indicamos a seguir alguns livros sobre a Teoria dos Autdmatos.
Um tratamento mais elementar pode ser encontrado nos livros de
n [36] Harricon 511 1§21 Min ky [831 Qalamaa 1041 ¢ Ve

AGEE £ AUV AL l-/ IJ, l-/“], 4V
undo da teoria encontra-se nos
na

, . 1 . N .
ativne 2 Tanria
'OHOS réialives a 10ria

w\Jiiviiiaies ll \I—rj \l ¥ W

]. Um estudo complieto e pro
livres de Eilen ro [7(1 MA] Aennc

.
AR 5 bJJ l‘-\l] £ IOP OC Cemb}llut

exto de Schiitzenberger [109].

~

dos Automatos sio abordados



CAPITULO III

CONJUNTOS INTEIROS E
O TEOREMA DE SCHUTZENBERGER

e monodides ap eriddicos

.-. ~= '--v—-v'v

1. Conjuntos int

4"D

1rO!

wn

Um subconjunto # de p(Z*) é integralmente fechado se & e 1
pertencem a # e se para todo 4 e A’ em #,

Au A, A’A‘"e/f

também pertencem a % % . E facil ver que a intersec¢ao de subconjuntos
integralmente fechados de p(Z*) também ¢ mtegralmente fechada.
Denotamos por

Tt E

aret

0 menor subconjunto integraimente fechado de p (Z*) que contém os
conjuntos unitarios g, para todo ¢ em X. Os elementos de Int X sdo
chamados de subconjuntos inteiros de X*.
Como Int ¥ ¢ fechado sob unido e complementagido, ele ¢ uma
aigebra booleana de subconjuntos de L"‘ e é tecnaclo portanto sob
ns

o
it

I=3X*=0,

I, = (ct)* = 10U (el It ool n It1l),
[, = 1(07)* = 1],,

I, = 6(6)* = I,0,

I, = (ctu t0)* = 101 ol U 11:1 1l

A verificagdo destas igualdades é deixada para o leitor, como u
exercicio interessante. Observamos que esta verificagdo pode ser feita

11U 2ILayaly U

algoritmicamente, embora neste livro ‘nio apresentemos 0os meios para
1sto

Em vista do Corolario 11.3, é imediato que

Int £ < Rac X.
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Um monoide M é aperiédico sse para todo m em M existe um na-
tural n, tal que m" = m"*!. Mencionamos aqui que um monoide
finito M ¢é aper"dico sse todo grupo em M for trivial.

Os subconjuntos inteiros de X* aparecem na Teoria dos Autd-

matos de dlversas maneiras e possuem varias caracterizagdes. Aqui
llmltamo nos a apresentar a seguinte caracterizagio:

TEOREMA 1 (Schiitzenberger). Seja X um alfabeto finito. Um sub-
conjunto A de X* é inteiro sse o
- mondide sintdtico M, de A ¢ finito e aperiédico.
Uma conseqiiéncia do Teorema de Schiitzenberger é que existe
um algoritmo para decidir se um conjunto racional dado A é inteiro
ou nao. Para tanto, basta construir o monéide sintatico M, ,de A e

verificar se este ¢ aperiddico ou nio. Mais ainda, caso o rnonéide M p
de A seja aperiddico, seguindo-se a demonstra acdo da parte “se” do

teorema, podemos efetivamente construir uma expressio para A a
partir dos conjuntos unitarios o, utilizando-se um namero finito de
vezes as operagdes de unido, concatenagio e complementagdo. Na Secdo
4 apresentamos um exemplo desta construcio.

2.  Algumas propriedades de
mondides aperiddicos

As propriedades que seguem serdo utilizadas na demonstragio
do Teorema 1.

M —_ ‘l 1

PROPOSICAO 1. Seja B: M — M, um epimorfismo a’e mondides.
Se M ¢é aperiddico entdo M. também o é

Demonstragdo. Seja a em M,. Como f é sobrejetora, a = bff para
algum b em M. Como M é aperiodico, b" = b"*!
para aigum n, logo a" = (bf)" = b"B = b""1f = bRy ' = a"*!. m

PROPOSICAO 2 H(Lei de cancelamento para mondides aperiodicos).
Sejam a, b, e m elementos do mondide aperiédico
M. Se m = amb entdo m = am = mb.
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Demonstracdo. Seja n, tal que a" = a"*'. De m = amb, resulta que
m = a"'mb", logo

o
3

m = Ny, AN an+1,;,,;,n — a(anm n) _

,
I
8
3
S
S

Analogamente, m = mb. m
Seja M um mondide, ¢ J um subconjunto ndo vazio de M.

J € um ideal a esquerda sse MJ = J.

a

J é um ideal a direita sse JM = J.
L.
Ul

] & um ideal oy ry _
J € Ui iaeai teral sse MJM = J.

o~

1~
{

Os exercicios ddao algumas propriedades de ideais. Em particular, se
m e M, entio Mm, mM e MmM sio ideais a esquerda, a direita e bila-
terais, respectivamente, chamados de ideais principais gerados por m.

Um elemento 0.em M é um zero sse MOM = 0, isto é, {0} = M é um
ideal bilateral. E facil ver que 0 em M é um zero sse para todo mem M,
mQ = 0m = 0.

Para um subconjunto X de MV, definimos

) 3

Wy ={meM|MmMn X = J}.

PROPOSICAO 3. Para todo subconjunto X de um monéide M, Wy é
vazio ou é um ideal bilateral.

ostrar que MWyM = W,. De fato,

Demonstracdo. Basta

B

w

"X=

1\w,lc MW. M

rr X ive vy xl" .

Por outro lado, para mostrar que MW, M < W,, ¢ suficiente provar
que se a, be M e me W,, entdo amb e W,. Temos:

'z
Assim, se MmM N X = J, entdo M{amb)M n X = J, isto €,
ambe W,. m

= (Mm nmM)\W,,.

Demonstra¢do. Esta claro que me Mm ~n mM. Por outro lado,
me MmM, isto € MmM nm # &. Logo m¢ W,,.
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m< (Mmn mM)\W,,.

Seja agora m’ um outro elemento de ( Mm N mM\W,,.Comom € Mm

(™

4

m =am e m = mb. (D

Como m ¢ ., resulta que Mm'M nm # . Isto é, existem ¢ e d

em M, tais que
m = cm'd. (2)
De-(1) e (2), resulta que
m = cm'd = camd,

assim, pela Proposigio 2,

m = cam = cm’. (3)
De (1) e (3), resulta que

m = cm’' = cmb,
logo, pela Proposicido 2,

m=mb=m.

Isto completa a demonstragdo. m

3. Demonstracdo do Teorema 1

Comecamos com a parte “se”” do Teorema 1, que afirma que se

o monoide sintatico M, de A ¢ finito e dpc riédico, entdo 4 € um sub-
conjunto inteiro de X*. De fato, mostramos a af rmagéo mais forte:

PROPOSICAO 5. Sejam £ um alfabeto finito, M um mondide finito
aperiodico e y: £* - M um epzmorflsmo Para
todo subconjunto X de M, Xy~! é um subconjunto inteiro de T*.

“uc Ve, Ay od Adad

Se card M = 1,

’ ard
subconjunto s de M, temos:

(¢]
o
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Ambos os subconjuntos de X* sdo inteiros, estabelecendo a base da
indugao.

No que segue, fixamos M e y como no enunciado, e adotamos a
seguinte hipotese de indugao:

HI:Sey :X% - M ¢

4
iva \4 “aiii

!/ I
um epimorfismo, M’ ¢ fini tv e aper
-1

nr
card M’ < card M ¢ X < M’', entao Xy’
Os Lemas 1, 2, 3 e 3’, a seguir, serdo demonstrados usando HI.

LEMA 1. Seja J um ideal bilateral de M e sejam € M\J. Se card J > 2,
entdo my~ ! e Jy~! sao inteiros.

LEMA 2. Para todo m em M, (MmM)y~! é inteiro.
LEMA 3. Para todo m em M, imM)y ! é inteiro.
LEMA 3'. Para todo m em M, (Mm)y~! é inteiro.

Adiamos a demonstragao dos lemas e prosseguimos com a prova
da Proposigao 5. Seja X = M. Como X ¢ finito e

Xy t= () m,

meX

basta mostrar que para todo m e M, my ™! é inteiro. De fato, pela

Proposi¢ao 4,

4 AV pPUSIyA

 p 4

my ! = [{(Mmn IM)\W ]y ' =[(Mm)y ' n (i‘ri/Vl)?“l]\(Wm‘}?—l). (1)

Pelos Lemas 3" e 3 (Mm)y ! e (mM)y ! sdo inteiros. Por outro lado,
pela Proposicdao 3, W, ¢ vazio ou é um ideal bilateral. No segundo
caso, pelo Exercicio 3,

’
w,= ) MmM,
m'eW,,
logo
b
I o..—1 __ [ (AL 7R 1
Way ' = (Mm' M)y
m'eW,,

Como W, € finito e pelo Lema 2 (Mm'M)y ™! ¢ inteiro para cada m’
em M, resulta que nos dois casos W,y ! ¢ inteiro. Pela formula (1),
my~! € um subconjunto inteiro de £* para todomem M. B



Demonstragdo do Lema 1. Seja ~ a relagdo de equivaléncia sobre M,

dada por:
m ~m, sse m =m, ou {m m,)cJ
1 2 1 2 L\ 1° 2) —
“Af! cnr\mp\n AI‘I\ —~ f’\ 1 310%a N I\l\.\h.“l‘lk\“l\:n o [»} ~s nn;n 244 A
Mostramos que ~ € uma congruéncia. De fato, sejam m, ,m,,m,€ M,

tais que m, ~ m,. Se m, = m, entdio mym, = m,m,. Se m ,m, eJ,
entdo mlm m,m, € J, Ja que J ¢ um 1deal bilateral. Assim m m
~ m,m,. Analogamente mm, ~ m,m,. Temos entdo

ard J) + 1 ard

utro lado, sendo fi: M > M/~ a p
um epimorfismo. Agora, para m¢J,
¢ portanto

my~t = mpp~iy"1 = (mp) ) .

Também J = JBB~ L, logo Jy ' = (JB) (yf)~'. O resultado segue
de HI, ja que M/~ ¢ aperiddico pela Proposi¢ao 1. m

Demonstracdo do Lema 2. Seja A = (MmM)y~'. Ja que MmM € um
idanl Lilntasal wacnilta ~Ana
1acal vliawClai, 1odUuila yu
A = X*4T* (2)

B = A\(Z*TAZ* U T*ATT*).

T={o,m,7)|o, e, mMeMecmy )tnB#*J}=
= {(o, t7,1) |0, T€X, teZ* € att € B}.
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Vamos mostrar que

= I*T T* U ( ) Z*o (m’y'l)r):"‘} 4)
(e.m’,t)eT
AN /
De fato, seja s € 4 e seja u um segmento de comprimento minimo
de s que também pertenca a 4. Entdou € B,ede (3),u # 1.Se|u| = 1,
entiou eX,es e I*L X* Se |u | > 1, sejam o, ¢ € 7, tais que u = otr.

Vem que (0,17, 7)e T e

Reciprocamente, £, < B < 4, logo, de (2),
T¥L I*  T¥4T* = 4

Por outro lado, seja

fay— 1 x
Se vem'y™! entio

(o, m

—
3 5’
A ¥
()
~—’
2

Isto prova (4).
1 z ,l' N I al
Mostramos agora, que para todo .»’ em M, tal que (o, mift) e T
para algum o, 1€X,

card W, :> 2. (5
De fato, seja (o, ty,7) € T com ott € B. Sejam

=1y, m;, =0y e m, = 1y,

Como ottre BS A = (MmM)y™ !, vem que (att)y e MmM, isto é,
mmm, e MmM. (6)

Por outro Ilado, como ot € B, resulta da construgio de B, que
agl, It & A looo

r— ‘l, A\I&U
’ !
mm' ¢ MmM e m'm,¢ MmM. W)
Suponhamos agora que mm' ¢ W, .. Resulta que m' = am, m'b
para algum a, b € M. Pela Proposigio 2, m' = am,m’, logo m'm, =
= am,m'm,. Ora, d (’), m m'm, e MmM, logo, sendo MmM um

ideal bilateral, m'm, € MmM. Isto contradiz (7), portanto

mmeW,.. (8)
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Pela Proposi¢io 3, W, é um ideal bilateral, logo
mmm,eW,.. 9)

Aggra (6) e ( {7\ garantem que m m # mm m (5\ segue de (8) ¢ 9).

......... 17’
-— ey L FEr At oo 18N\

Finalmente, esta claro que m’ ¢ w . Abblm, segue de (5) e do
Lema 1, que m'y ™! é inteiro, para cada m’ em M, tal que (g, m,t)eT
para algum o e Tem X. Como T'¢ finito, segue de (4), que 4 = (MmM)y~ 1
¢ um subconjunto inteiro de Z*. =

Demonstracdo do Lema 3. Seja A = (mM)y~'. Ja que mM ¢é um ideal
a direita, resulta que
A = AT*. (10)
Seja J o maior ideal bilateral contido em mM, ou (J se mM nao contém
ideais bilaterais. A existéncia de J é garantida, pois se J, € J, sdo ideais
bilaterais contidos em mM, entdo J, U J, também € um tal ideal. Seja
B = A\AXX*
Observamos que
B = {s € A | nenhum segmento inicial ¢ de s, t # s, pertence a A}.
Sejam
C=Jy1'e D=BC
Consideremos
T={m,o)|meM, ceZ ¢ (my )onD# D}
Vamos mostrar que
=Cu U (m'y " HoX*. (11)
(m',0)T
De fato, suponhamos que s € 4. Se s € C, ndo temos nada a mostrar,
caso contrario
s € A\C.
Seja u o segmento inicial de comprimento minimo de s que esta em A.
Por constr ucao de B u € B. Por outro ladg C = X*Cx*, l g0 ll¢ C

pois caso contrario teriamos se C. Assim, ue€ B\C = D. Se u=1,
entio 1 = uye Ay = mM. Vem que M = mM, logo J = M. Entao
ueJy~! = C, uma contradi¢do. Assim u # 1 € u = to para algum
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tem Z* e 0 em X. Resulta que (17, o) € T e s € (tyy ~!)oZ*. Recipro-
camente, ja que J S mM,

A

S (mM)y~* = A.

7, — 1

77
C=JUy

Por outro lado, seja (m’,c)e T e seja tem’y™ 1, tal que toce D < A.
Seja vem'y~!. Entdo (to)y = (va)y, logo ve € A. De (10),

(my oXi*c A

Isto prova (11).

A Agteamnge asnra 1o smarn tadA e/ arme A tal ~wvia () < =T
MiOoSramaos asula, \.luc Pala tUUVv 717t il v, 1 \.luc \’ t,U)cT 1

para algum ¢ em X,
card W, > 2 (12)

De fato, seja (ry,0) € T, com o € D. Sejam
m

Como tce D= A = (mM)y™!, vem que (tc)y € mM, isto é

m'm, e mM. (13)
Por outro lado, como t6 € D € B, resulta da construg¢do de B, que
té A= (mMy~ 1 logo ry¢ mM, isto é
r \ J 7 9 o i r e b b
m' ¢ mM. (14)
Suponhamos agora que m'm, ¢ W, .. Resulta que m' = am'm b
para algum a, b € M. Pela Proposi¢do 2, m' = m'mb. Como mM ¢
um ideal a direita, resulta de (13), que m' = m'm b e mM. Isto con-
tradiz (14), logo
4
mm eW,.. (15)
De (13) e (15):
w mM # (16)

Suponhamos agora, que W,, = mM. Pela Proposi¢io 3, W,,

¢ um ideal bilateral, segue portanto da construgdo de J, que w, < J.

Vem de (15), que m'm, € J e conseqiientemente to € C = . Isto
contradir a ecenlha A ¢+ nAartanta
WVULIl1AlllL a4 volvvuiliila JUL l, lJUl ralitv

wW,\mM # . (17)

Agora, (16) e (17) implicam (12).



Finalmente, como m’ ¢ W,,., segue de (12) e do Lema 1, que
(m'y~1)oX* ¢ inteiro para cada (m’,g) em 7. Como T € finito e C ¢
inteiro pelos Lemas 1 e 2, segue de (11) que 4 = (mM)y~! € um sub-

Nrarcsrromtn cemtace~ Ao v* -
\/UllJU IV MHIWILIU UC 4o . B
Observamos gue o Lema 3’ nrova-se de maneira analoea ao Lema 3
A \luv N Al WwAAAGE o/ y‘ W VA U W Wil 4 ull“lvbu AN/ AJWARAN o/

Estamos prontos para mostrar o Teorema

Demonstragdo do Teorema 1. Suponhamos que o mon('nde smtatnco
AMd de 4 &

V1 4 uv A1 v imi
Ay o SV ak | W 4

o morfismo sintatico de 4. Segue da defini¢do da congruéncia sintatica,
que para s ¢ t em X*

se sy =1y entdo s€ 4 sse t€ A.

Em outras palavras, Ayy ! = 4. Aplicando-se a Proposigdo 5 para
Ay € M, resulta que 4 ¢ um subconjunto inteiro de T*.
Recinrocamente, seja A um subconjunto inteiro de X£*, devemos
nnnnnnnnn 1 V4 finito e aperiddico. De fato. segue do Corolario II ‘i
lllUbllal Yyuv IVIA C HIHW C apuliVUuiLu. DU 1aty, stguv Q0 LOroidario 11.

que
Int £ < Rac X.

Assim, pelo Teorema de Kleene e a Proposigdo I1.9, o monodide sin-
tatico M, de A ¢ finito. Para mostrar que M, € aperiddico, consi-

o | — - ) P, e € kN

eremos 0 seguinte subconjunto de p(Z*):

# = {Rc I* | My é aperiodico}.

c

E facil verificaraue & 1 e g nara a em ¥ nertencem a % Por outro
E facil verificar que ¢, 1 e g, para ¢ em X, pertencem a % . Por outro
lado, vamos mostrar que % ¢ fechado sob unido, concatenagao
comnlementacio Seone entino da definicio de Int ¥ aue
vvaanynvnnavnntuvuv uvbuv WALV A S 2 uvnlallyuv - Arev -’ ‘l“v
Int ¥ c %.

Assim fica provada a parte ‘“‘somente se”” do Teorema 1.

Doro m ff’)“‘ MNIO @. A pﬂ{"l‘l')f‘l\ cr\"\ nnmn]nmnnfor\an n"\cnﬂ:f)mnc

A QA1Qy 11 oLi Qi \iu\/ -7 Vv IVVIIQAUIUVU OV UV :\uuyl\auvutuyuv, VUV YQ111V0
que M, = Mz. Assim Re % implica Re .

Para mostrar que & ¢ fechado sob unido e concatenagao, sejam
Re Sem # esem X* Por hipotese, existem naturais n € m, tais que

s"

s""1 (mod R) e s" = "1 (mod S).

(39424



Conjuntos Inteiros e o Teorema de Schiitzenberger 267

O~

Definindo p = max {n, m} é imediato que

N A .
Resulta da defini¢do de congruéncia sintatica, que
o
JS)

Assim R U S também pertence a #. Definimos agorag =n+ m + 1.
Sejam u € v em I*, tais que

us?v € RS.
Existem entao ¢, 1, €X* tais que
uslv=1t,, t,eR e t,€S.
o de ¢, que, para um w conveniente em ¥,
I, = us"w ou t, = ws™.
Assim, us""'we R ou ws"* v e S; em qualquer caso
us?*1y e RS.
NoOarMmanta adt 1., -~ DC .'__.A
ogamente, us V E RO IIT p ca que us’v € RS. Portanto

= s"! (mod RS),

%

€ RS tambeém pertence a %. Isto completa a demonstragio do Teo-
rema 1. @

4.  Um exemplo

Vamos aplicar o procedimento da Proposicio 5, para obter uma
expressdo inteira que prove que -

’

€ um subconjunto inteiro de T* (T
ja apresentamos uma tal expressdo.
A Figura 1 mostra um autémato deterministico .o/ que reconhece

{a, 7}). Note que na Secdo 1

-
Cb
[

o

oan

A e a Figura 2 representa o monéide M,, = M do au to ..
vamos que M € isomorfo ao mondide sintatico de 4, mas ndo vamos
precisar deste fato. Os elementos de M sio

{a,b,c,d e f, g, hijk, €, mn p),



p=(4444) |

Jer

Figura 2 — O mondide M = M_, do autdmato 2.
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o
/ / N 0
| / s AN
/ el AN
A ) 0,7
o
AW N\
A
)
Figura 1 — Autdmato &/que reconhece A.
|
) Y
0 1A T
- a = (1254) >
o T
<« b= (2414 ¢ = (3144) -
TY AOC TA YO
f=@424) |, ld=(1434) e=(1244) — g = (4344)
TY ACQ TY Yo TA Yo
T T
k = (4414) h=(3444) 1 i=(1444) [T 1j=(2244) Q= (4144)
0 o |
Ty A O T A Yo
m = (4434) \ / n=(4244)
N\ /S
ANERN \ / /
AN \7 Oy /S /S
NON\o /S
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sendo a a identidade de M e p o seu zero. Na Figura 2, a notagdo x =
= (n ,n,n,n,) indica que o elemento x de M é a fungdo P — P queleva i
n,(i=1,2,3,4). Para cada s em Z‘.*, s = x sse na Figura 2, a

news s D
. K

(ot)a = d, (tot)a = ¢ e (otT0T)00 = A.

A multiplicagdo em M € obtida assim: sendo x € y elementos em M,
sejam s e f em L*, tais que sx = x € ta = y. Resulta que (st)a =
= (sa) (ta) = xy. Por exemplo: dc = h.

ALY

Ideais Principais 4 Direita

x xM
i 1%y Uy, $ Gy © 3 By 18y 8y Jy Ny Uy IT8y I8y Py
b’d {b’dyf’h9l]9k m9p}
c, e {c,e,g h,ij ¢, n, p}
sk, m {f, k, m, p}
g t.n {g, ¢, n, p}
h, i,j {h, i, j, p}
p {r}
Ideais Principais & Esquerda
X Mx
“ 1“, U, L’ “’ ‘,1,6, Il’ I,J’ "1,‘, 'Il, 'l,}l"
b’e {b’ e,f’ i’j’ "ia ’p}
c’d {c’ d’g,h, i’ k,{, ’p}
f’j’n {f’j’ n’p}
g hm {g, h, m, p}
i, k’{ {19 k’ {,P}
p {p}
Ideais Principais nuaterais
x MxM
a !abcde,c.hl,kf... p)
’ ’ ’ ’ vy ’ ’ v b vy )
b,(’f,d,é 10,(, u,e,j,g,n, ,_[, ,c,“ i‘p}
f,&hij, k¢, mn |{f ghijk, € mn,p}
P {p}

Figura 3 — Ideais principais em M.
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Deixamos ao leitor a verificagdo de que para todo x em M, x3 = x4,

portanto M é aperiddico. A Figura 3 mostra os ideais principais ge-
rados pelos elementos de M.

. ~ A svvnefioasmen~n A~ - p-3 Py iy
Sendo a: £* - M o morfismo do autéomato A, t

A={ad e i}a"t

Aplicando o Lema 1 para o ideal bilateral: {f.g,h,i,j,k, €, m,
n, p}, obtemos expressdes inteiras B, C, D e E, tais que

ae”! =1, ba™! = g(10)* = B, ca”! = 1(67)* = C,
do"! = ogt(07)* =D e ea”! = 10(t0)* = E.

Deixamos como exercicio a obtengdo destas expressdes.

Para obter uma expressio inteira para A, basta agora calcular
ia"1. Pela Proposicio 4, é suficiente calcular

"l — ™
"i\.& _P“
€ teremos
" = (M)a™! n (iM)a " )\Wa 1,

Para calcularmos W,a ™! = pa~! aplicamos o Lema 2. Temos X, =4,

=Y

-

T = {(o, b, 0), (1, ¢, 1)}.
Assim,
Wa ! = pa~! = Z*¢ (ba " })oZ* U Z¥1(ca” 1)1Z*.
Para calcularmos (iM)a ™!, aplicamos o Lema 3. Temos
J=1{p} e T={d 1), (e, 0)}
Assim,
(iM)a™ ! = pa™t U (do 1)1Z* U (ea” 1)oZ*.

Para calcular (Mi)a™!, aplicamos o Lema 3’. O maior ideal bilateral
contido em Mi ¢ {p} e resulta que

J={p} e T={(o,d), (z,e)}.

Mi)a™! = pa™! U Z*(da™ ') U Z*1 (e ).

Finalmente, usando as expressdes B, C, D e E, e colocando I* =
= J = I, obtém-se, apds algumas simplificacdes evidentes

11114V waiteS
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A=ax 'ude luver luin™ ! =
vDuEUI|[(eD v ItE) n (DtI v EeD)\(IoBol L It CrI)

mnAam car AhtidAc o
PUU 111 OVl VUUUUUd a

ondente é incomodo, po

EXERCICIOS

im subconjunto inteiro de X*

VIR LEL 1

{—

. Mostre que (60)* ndo é

2. Seja M um monoide finito. Mostre que M ¢é aperiédico sse todo
grup em M é trivial. Mostre que esta afirmag¢do nio € verdadeira
M for infinito.

N
!IJ

--. -vv

dea! bilateral do mondide M ; entdo 1 U J é um submo-

Seja J u
noide de
Unido de 1deais ¢ um ideal do mesmo tipo.

Intersecgdo ndo vazia de ideais é um ideal do mesmo tipo.
Todo ideal J € a unido dos ideais principais do mesmo tipo, gerados
pelos elementos de J. Por exemplo,

Mostre 0 Lema 3’

6. Um monoide M ¢é idempotente sse para todo m em M, m = m?.
Mostre que todo monodide idempotente, finitamente gerado, ¢
finito (vide [26] ou [42]).

7. Mostre que para cada subconjunto raczonal A de T* ex1ste um

)
]

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

Conjuntos inteiros foram introduzidos por Trakhtenbrot [118]
,...A..A.‘_o......,‘_.a.‘ emmze AL AT - La___ 791 N T, 1 7 1_nA M
< xuucpcuucutc ICIC por viciNnaugnion |/3]. U i1éorema 1 € ac M. r.
Schiitzenberger [107], [108]. A demonstragdo apresentada é baseada

no trabalho original de Schiitzenberger.
Um estudo mais detalhado de conjuntos inteiros pode ser en-
contrado nos livros de McNaughton e Papert [75] e de Eilenberg [26].
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INDICE DE NOTACOES

1. Comandos da linguagem de programagio LP

Comando Referéncia
devolva E . E,, .. E, i6
enquanto E faca S 15
inicio S,; S5,; ...; S, fim 16
nada 15
nao 160
para cada aec 4 faga § 160
procedimento f( ,m,, ....m,): S 13
repita S, ; S, ;.. S até que E 15
se E entdo S, 18
se E entio S, senio S, 14
seja ae A 160
Xys X5 iy Xg < E E,, ..., E, 14
X, X ,...,x,,«—f("‘l,Ez,...,Ep) 14
{ } 17
Xi ], k1 76

2. Tabela de simbolos
Simbolo Uso Referéncia

* z* 47, 222

X* 85

a* 104

A* 219

-1 a1 82

r-1 213

A 'B 231

AB1 231

0 0 72

0 84
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Simbolo Uso Referéncia
i i 72, 219
1, 214
iq 235
! n! 22
! 213
- A 240
— —1x 85
A 114
v XVvYy 85
AV B 114
A X AY 85
AAB 114
+ H + « 159
— G- X 140
G—v 140
G—x 140
G—a 140
= HcG 140
@ A®B 154, 232
LL A w B 252
potenciagao a" 50
A" 219
s" 219
A® 227
< 0, <.0, 64
A<,B 69
A<?B 120
= fhz)=y+z 27
A=_,B 69
A=2B 128
$; = 5, (mod A) 249
- u-pv 201
u—v 201
f: A—-B 214
c:q>q 235
A uepv 201

uev 201



Simbolo

% R

~
[ —

—_——
WU —

Alxy, x5, ..., X,

indice de Notagdes

Referéncia

141

N
N W == 00
NN

S
o

N = NN NN
L = DL
VIRV I O N I

[
=l
o0

283
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3. Tabela de abreviagOes

Abreviagdo

a

]

EANR
rivp

FNC-SAT
FNC-TAUT
FND-SAT

DAIND_TATIT
riNv=-1Av 1

Fun
g

G

Uso

a
aG
aP

Adj(X)

Adj G(X)

'

cG
car({sy, Sy ---sSp))
card A
cdr({ sy, S, cor5 Sp)
oD
rr D

cor D
crom (G)

f

£
Ja

F,

ENDR
LIV

FNC-SAT
FNC-TAUT
FND-SAT

AN _TATIT
rizvv-1Av 1

Fun A
g(v)
gG(v)
GD
i
I,

Int

LP

M,

M,

mdc (m, n)
n
conjunto dos naturais

NP

Referéncia

12£
100

133
141
136
133
136

144
32
219
32
204
201

201
177
114

3 8

et et
el e
CN NN W W



Abreviacdo

O

X
S
~

%‘Q‘Pﬂg - <

< >

-

POL
r(n, m, k)

yR

R(P)
conjunto dos reais

Rac
Rec X

Rel A
s(m,, m,, k)
SAT
se € somente se

trlx)

o

Referéncia

— N NI b

[,

N OO ma N = OO == Uh
N OO 00N O Wk

(S
A ¢
(S

238
237
219
189
115






INDICE ALFABETICO

Aceitacio da entrada, 48
Aciclico, grafo, 205
Adjac@ncia, 133
Adjacéncias, matriz de, 137
Alfabeto, 10, 47, 222

de entrada e saida, 48
Algol 60, 11
Algoritmo, 9

de Euclides, 4

de Kruskal, 163

em linha reta, 93

ganancioso, 164

linear, 144

6timo, 45
Alternada, distancia, 154
Alternado, passeio, 154
Anilise de algoritmos, 44, 78-79
Anel, 72
Anticadeia, 197
Aperiddico, monoéide, 258
Aresta

de corte, 145

de um autdmato, 234

de um grafo, 133
Arvore, 157
Assintotico, desempenho, 79
Atomo, 114
Atribui¢do de valor, comando de, 14
Autocomplementar, grafo, 138
Autdmato, 234

conexo, 254

deterministico, 238

finito, 234

fortemente conexo, 254

nio — ambiguo, 255

normalizado, 255
Automorfismo de grafos, 138

Backus, Forma Normal de, 17
Bijecdo, 2i4
Biparti¢do, 136
Bloco

de uma matriz, 74

de uma parti¢do, 182
Blocos, diagrama de, 7
Booleana, matriz, 85

Branco, 48
Brooks, Teorema de, 177

Cabeca de
leitura / gravacdo, 47
leitura apenas, 49

Cadeia, 197
Caminho, 141
critico, 210
Cardinalidade, 219, 227
Casa do pombo, Principio da, 226
Céluia, 47
Centro, 161
Church, Tese de, 11, 52-53
Cintura, 142
Circuito, 141
Classe de equivaléncia, 216
Classificacio, 206
consistente, 206
6tima, 210
Co-dominio, 213
Cobertura, 165, 172
Coeficiente binomial, 228
Coloragio de vértices, 177
Comando, 13
composto, i5
condicional, 14
de atribuigdo de valor, 14
de retorno, 16
iterativo, 19
repetitivo, 15
Compilador, 11
Complementares, grafos, 135

G
§
»
T

grafo, 135
Complexidade de algoritmos, 43-46
Componente, 144

forte, 204
Comportamento, 237
Composigdo de relagdes, 213
Comprimento

de um passeio, 141, 235

de uma palavra, 47, 222
Comutatividade, 72, 82
Concatenagdo, 222
Condensagio, 206



Condicional, comando, 14
Conexo,
autémato, 254

arafo. 14§

8raio, 142
OCanormdnsia ralasZ3a da 290
VUL i UwilviGy lvlﬂyﬂv Uy Sda
N mersabrzmn
wVulljsiula

das quatro cores, 18
Conjungio, 85

de atomos, 115

de férmulas, 115
Conjuntiva, forma normal, 115
Conjunto

de componentes, 144

finito, 227

independente, 174

infinito, 227

inteiro, 257

A Pt - completo, 1

pU{é}lle, 218

quociente, 216

racional, 238

reconhecivel, 237

recursivamente enumeravel, 68

recursivo, 68

separador, 145
Conjunto aceito

em tempo polinomial, 110

em tempo t(n), 54

por maquina de Turing, 50
Conjunto reconhecido

em tempo polinomial, 110

em tempo t(n), 54

por mdqumd de T Ul'll'lg, 48
Constante pr op051c1ona1, ii4

Constru¢do dos subconjuntos, 240

Controle central, 47
Cook, Teorema de, 122
Corpo, 92
Corte, 145

orientado, 201
Cromatico, nimero, 177
Cubo, 135

Decidivel,
 predicado, 61
problema, 61
Décimo problema de Hilbert, 58

egenerado, passeio, 141, 235

Diagonalizagdo, 63-64
Diagrama de blocos, 7
Difmetro, 142

Dicotomia, Teorema da, 202

Disjungio, 85
de atomos, 115
-de férmulas, 115

Disiuntiva, forma normal, 11§
A/ASJRaRiLAV Ry AULINIG XAVLIIAIGEy 2 1J
NigtAnasia 149
/iSiaidia, is<
altavamnds 1€4
AL, llaua, 1%

impar, 153

orientada, 208

par, 153
Distributividade, 72
Divisdo em anel, 82
Dominio, 213

Efetivo, procedimento, 7
Eficiéncia, 24, 4346, 109-111
Elemento identidade, 219
Embaralhamento, 252
Emparelhamento, 139, 165

qu«IlleCﬂle }

de programas, 25

logica, 114
Equivaléncia,

classe de, 216

relagdo de, 216
Escopo, 17
Espaco em maquina de Turing, 54
Esquema de programas, 27
Essencial,

multiplicagdo, 94

variavel, 94

3
lnlClal, 47, 2
Estrela, 220
Euclides, Algoritmo de, 4
Euleriano, grafo, 155
Excentricidade, 161
Expressdo, 13
Extens3o de uma fungio, 216
Extremo, 133

final, 200

inicial, 200

Fatorial, 22
Fechado, passeio, 141

Fecho reflexivo e transitivo, 85, 230
Fermat, Ultimo teorema de, §, 59-60
Fihanasci niimern da 22 ‘

4 1VVIIAVVLy 1IUMINVIVU uyy &

Tinal

1'111Q1,

estado, 48, 234

extremo, 200

segmento, 222
Finito,



autémato, 234

conjunto, 227

grafo, 134
Fita, 47

de sugestdes, 49

Fitas muitipias, maquina de Turing com, 111

Floresta, 157

Fonte, 201

Forma normal
conjuntiva, 115
disjuntiva, 115

Forma Normal de Backus, 17

Formula, 114
abreviada, 115
atbmica, 114
satisfazivel, 115

Fortemente conexo,
autdomato, 254
grafo, 204

Fortemente ligado, 201

Fungdo, 214
bijetora, 214
da ordem de f, 55
de condensacio, 206
de incidéncia, 133
de transferéncia, 49
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sobrejetora, 214

Fungfo calculada
por algoritmo em linha reta, 93
por maquina de Turing, 49

aciclico, 205
autocomplementar, 138
biparticionavel, 136
completo, 135

conexo, 145

euleriano, 155

finito, 134

fortemente conexo, 204
impar, 173

orientado, 200

a.
regular, 14
simples, 13
subjacente, 200
transitivo, 138
vazio, 134

Grafos
complementares, 135

indice Alfabético

de Ramsey, 192
iguais, 137
isomorfos, 137
Grau
de indecidibilidade, 69
de um veértice, 140
Graus, segiiéncia de, 141
Grupo, 72, 230

Hall, Teorema de, 165, 228
Hilbert, Décimo problema de, 58

Ideal, 257
principal, 257
Idempotente, 230

Identidade,
elemento, 219
relagdo, 214

distancia, 153

grafo, 173

passeio, 153
Incidéncia, 133
Incidéncias, matriz de, 137
Indecidibilidade, grau de, 69
Indecidivel,

predicado, 61

problema, 59, 61
Independéncia linear, 95
Independente, conjunto, 174
Inferior, limite, 45, 89-97
Infinito, conjunto, 227
Inicial,

estado, 47, 234

extremo, 200

segmento, 222
Injegao, 214
Instancia de um problema, 61

Integralmente fechado, conjunto, 257

Inteiro, conjunto, 257
Interno, vértice, 141

Inversdo, 206
Invers3o de matrizes, 82-85
Inversivel, 82
Inverso, 82
isolado, subgrafo, 145
Isomorfismo

de grafos, 137

de monoides, 220
Iterativo, comando, 19

k — conjunto, 182
Kleené, Teorema de, 246
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Konig, Teorema de, 172
Kruskal, Algoritmo de, 163

Lago, 133
Letra, 222
Ligagdo, 134
Limite
inferior, 45, 89-97
superior, 45, 70, 78-79, 83-84, 86-88, 97
Linguagem

w
i,
!

v 1 \ulus, 11
Linha reta, algoritmo em, 93
Livre, monoéide, 222

m — equivalente, 69
m — redutivel, 64, 69
em tempo polinomial, 120
Maquina de Turing
com fitas maltiplas, 111
deterministica, 47
limitada em tempo, 54
ndo — deterministica, 49
Méquina, linguagem de, 11

Matriz
booleana, 85
dP adj cé..c.ac, 137

Matréide, 162
Maximal, 139
Maximo, 139
Minimal, 139
Minimo, 139
Monoide, 72, 219

aperiodico, 258

de um autdmato, 249

idempotente, 271

livre, 222

num monoide, 230

mmmente 220
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Mondides isomor os, 228

Monomorfismo, 220
Morfismo, 220
sintatico, 250
Multiplica¢do
de matrizes, 73
de matrizes booleanas, 85
de niimeros complexos, 90
essencial, 94

N P-m - completo, conjunto, 121 .

N&do — deterministica, maquina de Turing,
49

Negacdo, 85

Niimero
cromatico, 177
de Fibonacci, 23
de Ramsey, 189
generalizado de Ramsey, 192
perfeito, 7

Ordem de f, fungdo da, 55
Orientagdo, 200
aciclica, 208

fortemente conexa, 205
Orientada, distancia, 208
Orientado,

corte, 201

grafo, 200

passeio, 201
Origem, 141, 235

Palavra, 47, 222
vazia, 47, 222
Par,
distdncia, 153
grafo, 173

-
N

accain

aAddVivU, 1%*1, ‘:35
alternado, 154
degenerado, 14}, 235
fechado, 141
impar, 153
orientado, 201
par, 153

Passo, 48

Perfeito, namero, 7
Permutagdo, 227
Planar, grafo, 133

Post, Problema da correspondéncia de, 66
de linhas, 95

g

Q
w»
o
(=3

oo 'u'y
-y L ) Lo ]

o
=
[¢]
£

T
[
=)

Principio da ¢ 0 pombo, 226
Problema
da correspondéncia de Post, 66
da equivaléncia de programas, 66
da parada, 62
da parada uniforme, 65
das palavras em grupos, 67
indecidivel, 59, 61
Procedimento, 4
efetivo, 7
Processo de decisdo, 61

Produto de passeios, 141, 236



Produto direto
de automatos, 252
de monoides, 229

Quociente,
conjunto, 216
em anel, 82
monoide, 220

Racional, conjunto, 238
Racionalmente fechado, conjunto, 238
Ramsey,

grafos de, 192

numero de, 189

Teorema de, 183
Reconhecivel, conjunto, 237
Recursio, 22

L Ulaall; £

recursiva, 64, 69

polinomial, 120
Reflexiva, relagdo, 216
Reguiar, grafo, 141
Rejeicdo da entrada, 48
Relagdo, 213

de acesso, 201

de congruéncia, 220

de equivaléncia, 216

de ligagdo, 142

de ligacdo forte, 201
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simétrica, 216

sobre um conjunto, 214

transitiva, 216
Repetitivo, comando, 15
Restri¢do de uma fungio, 216
Retorno, comando de, 16
Reverso

de um passeio, 141

de uma palavra, 232
Roétulo de um passeio, 235

Saida, 48
Satisfazivel, formula, 115
Schiitzenberger, Teorema de, 258
Secdo de um passeio, 141
Segmento, 222

final, 222

inicial, 222
Semaintica, 18
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Semianel completo, 103
Separador, conjunto, 145

Seqiiéncia
de graus, 141
grafica, 141
Simétrica, relagio, 216
Simples, grafo, 135
Simulagdo, 111-113

Sintético,
monodide, 250
morfismo, 250
Sintaxe, 18
Sobrejecdo, 214
Sorvedouro, 201
Strassen, Algoritmo de, 76
Subautémato, 253
Subgrafo, 140
gerado, 140

Subjacente, grafo, 200

Submonéide, 219
gerado, 220

Subpalavra, 198

Sufixo, 232

Sugestdes, fita de, 49

Superior, limite, 45, 70, 78-79, 83-84, 86-88,

Tamanho, 134

~ Tautologia, 115

Tempo

da amizade, 149

da dicotomia, 202
das cinco cores, 179
das quatro cores, 180
de Brooks, 177

de Cook, 122

de Hall, 165, 228

de Kleene, 246

de Konig, 172

de Ramsey, 183

de Schiitzenberger, 258

Texto de dados, 61
Transferéncia, fun¢io de, 49
Transitiva, relagio, 216
Transitivo, grafo, 138
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Tri&ngulo, 135
Trilha, 141
Turing,
iinguagem de, ii
maquina de, 47
Tutte, Teorema de, 175

I}lam, Conjetura da reconstrugdo de, 156
Ultimo teorema de Fermat, 5, 59-60

Valor de uma foérmula, 114

Variavel
essencial, 94
proposicional,

1 UL al, §

14

Vazia, palavra, 47, 222
Vazio, grafo, 134

Vetor
de arestas incidentes, 136
de distincias, 143
de vertices incidentes, 136

Zero, 229, 259
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