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Resumo: Este trabalho faz um comparativo, mostrando a equivaléncia entre maquinas
e programas, entre os modelos universais mais conhecidos como Mdaquina de Turing,
Magquina de Post, Automato de Duas Pilhas e Mdquina de Registradores NORMA. Para
todos estes modelos sdo definidos formalmente sua estrutura e seu modelo de execugdo.
Respectivamente, sdo apresentadas conversoes entre Mdquinas de Turing e Maquinas
de Post; entre Maquinas de Post e programas para Maquinas Norma; entre programas
para Maquinas Normas e Automatos de Duas Pilhas; entre Automatos de Duas Pilhas e
Magquinas de Turing. O fechamento do ciclo prova que todos os modelos sdo
equivalentes entre si. Adicionalmente, todas as tradugoes sdo provadas corretas, ou
seja, a tradugdo preserva a linguagem reconhecida pelas maquinas.

Abstract: This work makes a comparison between the universal models better known as
Turing Machine, Post Machine, Two Stack Automaton and NORMA Register machine.
For all these models are formally defined its structure and its execution model. In
particular, conversions between Turing Machines and Post Machines are presented;
Between Post Machines and programs for Standard Machines; between programs for
Standard Machines and Two-Battery Automata; between two-stack automata and
Turing machines. Closing the cycle proves that all models are equivalent to each other.
In addition, all translations are proven correct, that is, the translation preserves the
language recognized by the machines.

1. Introducio

Neste Artigo veremos uma equivaléncia de forma ciclica, sendo a Mdquina de
Turing simulada por uma Méquina de Post, onde esta serd simulada por uma Maquina
NORMA, que por sua vez serd simulada por um Autdmato de Duas Pilhas e por fim
este ultimo serd simulado por uma Mdquina de Turing. Ou seja, a prova fard uso da
transitividade da equivaléncia.



2. Equivaléncia de Maquinas

De acordo com Alves (2007), duas maquinas sdo consideradas equivalentes, quando a
maquina 1 pode simular a maquina 2 e a 2 pode simular a maquina 1. Duas maquinas

sdo ditas “equivalentes” se uma pode simular a outra e vice-versa. Sejam:

Tabela 1. Exemplo de maquinas equivalentes
M=(VM, X, Y, nXM , nYM, IIOM, IITM )

€

N=(VN, X, Y, nXN, nYN, IION, IITN)

No caso mostrado na tabela 1, N “simula fortemente” M:

VP,3Q[(P,M)=(Q,N)

N “simula” M:

VP,3(Q,c: XM — XN, d: YN - YM) | (P,M)=d~(Q,N)°c
(M =N) & ((M simula N) A (N simula M))

Para a execucdo das simulagdes, serdo utilizados as maquinas de Turing, Post,
NORMA, e o automato de duas pilhas, cujas definicdes formais, de acordo com Alves

(2007) se encontram na tabela abaixo:

2.1.

Tabela 2. Tabela de defini¢gdes formais.

Magquina de Turing

Uma Mdquina de Turing é uma sétupla:

MT=(0,%, T O, q0, qa, qr)

Definicao formal da Maquina de Post

Uma Mdgquina de Post é uma sétupla:

MP=(LE,Y, T, O, qi {qa, gr})

Definicao formal da Maquina de NORMA

Uma Mdquina Norma é uma tupla :

MN = ({Rkjoo/k=0, {{ek}, {sk}, {zk}, {{adk}, {subk}joo/k=0)

Definicio formal da Maquina Automato de Duas Pilhas

Um Autéomato de Duas Pilhas é uma séxtupla:

MA=(0,5, T O, q0, F).

Teorema de Equivaléncia Entre Turing e Post




Qualquer linguagem aceita por um Mdaquina de Turing pode ser aceita por uma Maquina
de Post. A figura 1 mostra a simulacdo de uma maquina de Turing em uma méquina
Post, conforme Alves (2007):

Estrutura de dados da Maquina de Turing

xy | x5 Xg # i x) X3 X3

Figura 1. Simulacao da Maquina de Turing.
Uma Midquina de Turing MT = (Q,X,I',8,q0,qa,qr) é traduzido para uma Méquina de
Post MP = (L,E,X,I",0,q1,{qa,qr}) tal que:

1. LUE = QT x{Lt1,Lt2,Lt3,Lt4,Etl,Et2,Et3,Et4,Et5y,Et6,Et7,Et8y,escrever a
frente, deslocar a direita} Onde para cada estado da MT ¢ definido um conjunto
de estados para a MP.

2.2P=XT

3.TP=TT U {$} U {#} 4. 6P =StedTTt passa a ter uma transi¢ao incondicional
para a traducao de q0, excluindo-se a escrita de # na fila.

6.qa=qa

7.qr=qr
Prova: Uma Mdquina de Turing MT = (Q,X,I',8,q0,qa,qr) e uma Mdquina de Post MP =
(L,E,X.T',8,qi,{qa,qr}) construida de acordo com a traducdo dada.
Se w €EL(MT), entdo existe uma computacio da forma (qO0,paw'$#)) F* MT
(qa,yw'$#y")) onde w = aw' e yEI*

Utilizando a tradug@o acima, € possivel mostrar que existe uma computacdo da forma
(qO,w#) Fx MP (qa,y#) tal que yEl'*. Ou seja, uma computacdo que aceita w. Esta
demonstracdo serd realizada por indu¢do no comprimento da computagao da palavra w.

2.2. Teorema de Equivaléncia Entre Post e Norma



Qualquer linguagem aceita por um Maquina de Post pode ser aceita por um programa
para uma Maquina NORMA.

Simulando a méquina Post em uma méaquina NORMA conforme Alves (2007):
Uma M4équina de Post MP = (Qp ,Zp, I'p, op, {qi}, {qa, qr}) e uma Maquina NORMA
MN = ({Rk}wo/k=0,X, Y, {{ek}, {sk}, {zk}, {{adk}, {subk} }oo/k=0) tal que:

1. Qp ¢ traduzido para um conjunto de instrucdes rotuladas tal que para todo q€EQp
implica em uma instrucao rotulada,

2.Zn=ASCII( Xp ),

3.I'n=ASCI(Ip),

4.6n =1 :faga A := 2RE x 3RX(RI ) va para End_RA, para qualquer leitura e

1:faca A :=2RE x 3RX(RF ) va para End_RA, para qualquer escrita.

5.qi={i0,1l, 12, 13, 14},

6.qa=a,

7.qr=r.

Prova: Seja uma MP = (QP ,Zp, I'p, dp, qi, {qa, qr}) e uma Maquina NORMA
onde:MN =({Rk}o/k=0,X, Y, {{ek}, {sk}, {zk}, {{adk}, {subk}}oo/k =0) para a qual ¢é
definido um programa PN = (X, Y, L,C, i0) construido de acordo com a tradugdo dada e

sejaweL(MP ).

Se w EL(MP), entdo existe uma computacao da forma (qi,w) Fx*MP (qa). Pretende-se
entdo mostrar que existe uma computagdo em PN da forma (0, ek(w))) FxMN (fim, "),
ou seja, uma computacao que aceita w.

A Figura 2 mostra a simulagdo de uma maquina NORMA para maquina
autdmato de duas pilhas conforme Alves (2007):

Representacdo em Autdmato de Duas Pilhas
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Figura 2. Representacao dos registradores nas pilhas.
Como mostrado na Figura 2, o contetddo de cada registrador € gravado na pilha apés um
simbolo auxiliar que indica o indice do registrador.

A maquina NORMA ({Rk}o/k=0, {{ek}, {sk}, {zk}, {{adk}, {subk}}oo/k=0), é
traduzido para um Automato de Duas Pilhas MA = (QA, Xa, I'a ,da, q0, F) da seguinte
maneira:

1. QA = T(I) o conjunto de estados € formado pela tradu¢dao do conjunto de instrucdes
da Maquina NORMA de acordo com a Figura 5,

2. XA = N U# onde N € o conjunto de indices dos registradores utilizados na Mdquina
NORMA MN,

3. TA=TA U {$},

4. 6A = StedATt definida pela Figura 4,

5.q0 =10,

6. F é a traducdo das instrucdes finais do programa da Miaquina NORMA.

2.3. Teorema de Equivaléncia Entre Norma e Automato de Duas Pilhas

Qualquer linguagem aceita por um Mdquina NORMA pode ser aceita por um
Autdmato de Duas Pilhas.

Prova: Seja uma Méaquina NORMA

MN = ({Rk}ook=0,X, Y, {{ek}, {sk}, {zk}, {{adk}, {subk}}ook=0) para a qual
¢ definido um programa PN = (X, Y, LC, i0) e um Autdmato de Duas Pilhas MA =
(QA, Za, I'a, da, q0, F) construida de acordo com a tradu¢ao dada e seja w € L(PN).

Se w €L(PN), entdo existe uma computagdo da forma (r, ek(w)) F*MN (f, ¢) tal
que f é um rétulo final.

Existe entdo uma computacio em MA da forma (q0,w, €, €)) F*MA (qa, &, &,
y)), ou seja, uma computagcao que aceita w.

A figura abaixo demonstra a simula¢do da miquina autdmato de duas pilhas em
uma mdaquina de Turing conforme Alves (2007):



Estrutura de dados do Autémato de Duag Pilhas

r---—-———~>"""™®>~""™>"""™""™""™>"""™"""™"""™""*""*"™"™T" T T T T T TTTT T T/ T T T ™ a
| |
1 Xz 1
| |
| |
X
| + 2NE)
| |
1 * X7 X3 Xq L5 X A X1 Y|
| |
: Fita de Entrada do Autdmato de Duas Filhas M 4 pitha i pilha 2 :
L - -

Figura 3. Representacao da fita de entrada e das pilhas Automato de Duas
Pilhas em uma fita da Maquina de Turing.

O conjunto de estados gerados na traducdo de Automato de Duas Pilhas para Maquina
de Turing € gerado de acordo com o contetido das transicdes do estado original.
Um Automato de Duas Pilhas MA = (QA, Xa, I'a,da, q0, F) € traduzido para uma
Miquina de Turing MT = (QT,XT ,I'T, 8T, q0, qa, qr) tal que:
1. QT =QA U {qtl, qt2, ..., qtl13} U {qa, qr}
2. XT =2A,
3. ITT=TA U {$.# ¢},
4. 8T = UtedATt
5. q0T = qOA.

6. qa serd o estado destino das transi¢cdes que serdo incluidas a partir dos estados de
aceitagdo do Automato de Duas Pilhas((qA, $), (qa, $,<))se qAEF

7. qr serd o estado destino das transicdes que serdo incluidas a partir dos estados de
rejei¢ao do Autémato de Duas Pilhas((qA, $), (qr, $,<—))se qA /€F

2.4. Teorema de Equivaléncia Entre Autéomato de Duas Pilhas e Maquina de
Turing

Qualquer linguagem aceita por um Automato de Duas Pilhas pode ser aceita por uma
Maigquina de Turing.

Prova: Seja um Autdmato de Duas Pilhas MA = (QA, >, T'A, A, q0, FA) e uma
Maiquina de Turing MT = (QT, >, I'T, 8T , q0, ga, qr) construida de acordo com a
tradugdo dada na Defini¢do 3.4 e seja w € L(MA).

Se w €EL(MA), entao existe uma computagdo da forma (q0, w, €, €) FxMA (f, ¢,
€, y) tal que f € FA e y€l'+. Existindo assim uma computacdo em MT da forma (q0,
dws#)) F*xMT (qa, $Pp . . . B$#y’)) onde o numero de brancos entre ¢ e $ ¢é igual ao
comprimento de w, |w|. Ou seja, uma computagdo que aceita w.



Completando assim o ciclo de equivaléncia entre as maquinas indicadas no
inicio deste artigo.

3. Equivaléncia De Programas Em Uma Maquina

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, nao necessariamente do mesmo tipo € uma
maquina M qualquer. Entdo o par (P, Q) estd na Relagcdo Equivaléncia de Programas na
Maquina M, denotado por:
P=MQ

se, € somente se as correspondentes fun¢des computadas na maquina M sdo iguais, ou
seja:

(P, M) =(Q, M)
P e Q, nesse caso, sdo ditos “programas equivalentes na maquina M”, ou “programas M
- equivalentes”.

4. Equivaléncia Forte De Programas

Segundo Diverio &Menezes, (1999), ¢ importante que se considere a Relacdo
Equivaléncia Forte de Programas por varias razdes, como por exemplo:

- permite identificar diferentes programas cujas fun¢des computadas coincidem, para
qualquer maquina;

- as fungdes computadas por programas equivalentes fortemente t€ém a propriedade de
que as mesmas operagdes sdo efetuadas na mesma ordem, independentemente do
significado dos mesmos (por que ndo diferentes testes ou operagdes ou, ainda, diferente
ordem?);

- fornece subsidios para analisar a complexidade estrutural de programas.

Dois programas P e Q, de quaisquer tipos, sdo ditos “fortemente equivalentes”,
denotado:

P=Q
Se, e somente se:
vM, (P, M) = (Q, MO0)

Ou seja, P e Q sdo fortemente equivalentes se, e somente se, as respectivas fungdes
computadas coincidem para qualquer maquina M que se possa considerar. Essa relacdo
induz a uma particdo do conjunto de todos os programas em classes de equivaléncias.
Ela permite analisar, de forma comparativa, as propriedades exibidas pelos programas,
como ¢ o caso da sua complexidade estrutural.

5. Definicio De Maquina De Tracos

Segundo Diverio & Menezes, (1999), uma méquina de tracos ndo executa as operagdes
propriamente ditas, apenas produz um historico ou rastro da ocorréncia delas, chamado
de traco. O trago propriamente dito ¢ uma palavra em um alfabeto de identificadores de
operagdes. De acordo com Diverio &Menezes, (1999), uma maquina de tracos &
representada pela defini¢do mostrada na tabela 3:



Tabela 3. Definicao da Maquina de Tragos.
| M=(Op*,0Op*,Op*,idOP*,idOP* [ TF,[|T |

6. Consideracoes Finais ou Conclusao

Um programa de qualquer tipo ndo pode ser modificado dinamicamente, durante uma
computacdo, € 0 mesmo, para ser fortemente equivalente a outro, ndo pode conter ou
usar facilidades adicionais como memoria auxiliar ou operagdes ou testes extras. Para
que um programa monolitico possa simular uma recursdo sem um numero finito e
predefinido de quantas vezes a recursdo pode ocorrer, seriam necessarias infinitas
opgoes de ocorréncias das diversas operagdes ou testes envolvidos na recursao em
questdo. Infinitas op¢des implicam um programa infinito, o que contradiz a defini¢ao de
programa monolitico, o qual ¢ constituido por um conjunto finito de instrucdes
rotuladas.

Neste artigo foi demonstrado que diversas maquinas equivalentes devem ser capazes de
simular uma a outra, mostrando uma equivaléncia de forma ciclica, onde a Maquina de
Turing foi simulada por uma Madaquina de Post, que foi simulada por uma Maquina
NORMA, que foi simulada por um Autdomato de duas pilhas, que foi simulado por uma
Miéquina de Turing. O fechamento do ciclo provou que todos os modelos sdo
equivalentes entre si. Adicionalmente, todas as tradugdes sao provadas corretas, ou seja,
a traducdo preserva a linguagem reconhecida pelas maquinas.

Referéncias Bibliograficas

ALVES, Debora Pandolfi, Equivaléncia de Maquinas Universais: Demonstracao,
Andlise e Simulagdo, julho de 2007 Universidade Do Vale Do Rio Dos Sinos.

PEREIRA, Andréa, Aula 5 Teoria da Computabilidade, Curso Ciéncia da Computacgao,
2006, Universidade de Cruz Alta UNICRUZ.

RAMOS, Marcus Vinicius Midena Ramos, maio de 2012, Universidade Federal do
Vale do Sdo Francisco UNIVASF

DIVERIO, Tiaraju A. MENEZES, Paulo B., Maquinas Universais ¢ Computabilidade.
1999, Teoria da Computagdo - 3.Ed. - UFRGS Bookman Editora



