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Prefacio de Série

A série Livros Didaticos do Instituto de Informética da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul, é inspirada na idéia de desenvolver material did4tico para
disciplinas ministradas no Bacharelado em Ciéncia da Computacdo e
Bacharelado em Engenharia da Computacéo dessa universidade. Este material é
resultante da experiéncia dos seus professores no ensino e na pesquisa.

Em seus primeiros volumes, a série era voltada para Matemdtica da
Computacdo e Processamento Paralelo. Foram publicados trés titulos:
Fundamentos da Matemdtica Intervalar, Programando em Pascal XSC (estes
dois primeiros titulos, foram resultado de pesquisas desenvolvidas dentro do
Projeto ArInPar - Aritmética Intervalar Paralela, financiado pelo ProTeM-CC
CNPq Fase II). O terceiro, Linguagens Formais e Autématos foi o primeiro da
série que voltado para o objetivo de suprir livros-texto para as disciplinas basicas
dos cursos de Bacharelado em Ciéncia da Computa¢ao (ou Informatica). O
conteido desses livros é baseado no programa das disciplinas do Bacharelado em
Ciéncia da Computacao da UFRGS, sendo adotado, também, por diversas
Universidades de todo o Brasil.

O sucesso da experiéncia com esses livros, bem como a responsabilidade que
cabe ao Instituto de Informatica na formagéo de professores e pesquisadores em
Computagao, conduziu & ampliagio da abrangéncia e a institucionalizagdo da
série, que passa a ser de Livros Didaticos do Instituto de Informadtica.

Neste novo enfoque, foi publicada a segunda edi¢ao dos livros Linguagens
Formais e Automatos e Projeto de Banco de Dados de autoria, respectivamente,
de Paulo Blauth Menezes e Carlos Alberto Heuser. Dando continuidade & série,
estdo sendo apresentados novos titulos: Teoria da Computacao: Maquinas
Universais e Computabilidade, de Tiaraji Asmuz Diverio e Paulo Blauth
Menezes (quinto nimero) e Fundamentos de Arquiteturas de Computadores, de
Raul Fernando Weber, todos professores do Instituto de Informatica da UFRGS.



Outros titulos ja se encontram em preparacgao, abordando assuntos tratados
em outras disciplinas tipicas de Ciéncia da Computagédo ou Informdtica. Todos os
livros tém em comum a preocupaciao em manter nivel compativel com a elevada
qualidade do ensino e da pesquisa desenvolvidos no A&mbito da UFRGS.

Comissao Editorial da Série Livros Didaticos
Instituto de Informatica da UFRGS
Maio de 1999.



Este livro é dedicado:

a memoria de Wanner Diverio, meu pai,

Tiaraju.

a Maria Fernanda, Maria Licia e Maria Luiza Menezes,

Paulo.



Prefacio dos Autores

"Teoria da Computacdo: Mdquinas Universais e Computabilidade” pretende
servir como um livro-texto para disciplinas dos cursos de Bacharelado em Ciéncia
da Computa¢ao ou em Informatica. O enfoque adotado neste livro nio é histérico
(cronolégico) mas diddtico, visando a construcido dos conceitos de Teoria da
Computagao.

Sao abordados os principals aspectos relativos & Teoria da Computacio de
forma sistematizada e acessivel, fornecendo meios para um correto
entendimento e aplicagao dos conceitos de procedimento efetivo, computabilidade
e solucionabilidade de problemas.

Trata-se de um trabalho baseado na experiéncia docente em diversos
semestres no Curso de Bacharelado em Ciéncia da Computaciao da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul. E destinado, principalmente, para um primeiro
curso de Teoria da Computagao, sendo auto-contido e podendo ser adotado como
bibliografia bdsica. Possui um texto simples, exemplos detalhados e exercicios em
niveis crescentes de raciocinio. Recomenda-se, como pré-requisitos,
conhecimentos bdsicos de Iégica, teoria dos conjuntos e algoritmos.

A carga horaria total recomendada é de 60 horas/aula. Este livro fornece,
também, a base para uma disciplina de Linguagens Formais. A notacio e o
formalismo adotado s@o consistentes com o do livro "Linguagens Formais e
Autématos" de Paulo Blauth Menezes, também publicado na série de Livros
Didaticos do Instituto de Informatica da UFRGS.

O primeiro capitulo inicia com uma breve revisdao histérica do surgimento e
desenvolvimento dos conceitos bédsicos que seréo utilizados nos demais capitulos.

Logo a seguir, no capitulo dois, é construido o conceito de equivaléncia de
programas. Para tanto, é necessdrio que se formalize os conceitos de programas
e de maquina, para que, entdo, sejam expostos os conceitos de computacdo e
fung¢oes computaveis.

No terceiro capitulo é introduzido o conceito de Maquina Universal, para
fundamentar o estudo de modelos como: Maquina de Turing, Mdquina de
Registradores Norma, Maquina de Post e Mdquinas com Pilhas. Nesse contexto
sdo introduzidos formalismos equivalentes e modificagdes sobre as mdquinas
universais, como o nao-determinismo, mas que nio alteram a classe de funcoes
computadas. Aborda-se, ainda, processamento de funcdes e reconhecimento de
linguagens. Por fim, apresenta-se a Hipotese de Church.

O quarto capitulo apresenta as fung¢des recursivas. Aborda-se as funcdes
recursivas de Kleene, onde a composi¢do de trés funcdes naturais simples
juntamente com a recursio e minimizagdo se constitui numa forma compacta e
natural para definir muitas funcoes e suficientemente poderosa para descrever



qualquer fun¢do computdvel. Descreve-se, também, a classe das funcdes
numéricas computdveis definidas recursivamente e a questido das formas de
avaliagao de fungdes por valor ou por variavel.

O quinto capitulo trata da computabilidade e seus limites através do estudo
da solucionabilidade de problemas, onde sao definidas as classes de
solucionabilidade e suas propriedades. Sao descritos alguns problemas tipicos,
como o Problema da Parada e o da Correspondéncia de Post.

Foram desenvolvidos simuladores, programas que emulam algumas das
méquinas abstratas descritas neste livro. Eles sao tteis para: ensino,
demonstragbes do funcionamento das mdquinas, elaboracio de exercicios e
correcdo dos mesmos. Esses simuladores, juntamente com material de apoio ao
professor e ao aluno, encontram-se disponiveis na pédgina do Grupo de
Matemadtica da Computagdo da UFRGS, no seguinte endereco da WEB:
http://mwww.inf.ufrgs. br/~hgme/ (ou por e-mail {diverio, blauth)@inf.ufrgs.br).

Os autores agradecem:

® aos colegas do Departamento de Informatica Teérica do Instituto de
Informatica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, onde este livro
foi elaborado, pelas sugestdes dadas, especialmente aos professores Laira
Vieira Toscani, Leila Ribeiro Korff e Vanderlei Moraes Rodrigues;

® aos bolsistas Caroline Carbonel Cintra, Thiago Moesch, Ingrid de Vargas
Mito e Aline Vieira Malanovicz pelo trabalho de edigdo e correcao do texto;

® 4 Maria Lucia Recena Menezes pelas figuras e ilustracoes;

® aos alunos das turmas de Teoria da Computacéo do Curso de Bacharelado
em Ciéncia da Computacio que colaboraram na revisio do livro e pelas
sugestoes dadas, especialmente os da turma do primeiro semestre de
1998, pelo trabalho de corre¢io dos exercicios;

* A FAPERGS e ao CNPq, que tém financiado, através de bolsas de pesquisa
(Iniciagao Cientifica), os alunos que colaboram no Grupo de Matematica
da Computag¢ao (GMC) da UFRGS;

® ao CNPq, a CAPES e a FAPERGS pelos auxilios financeiros aos projetos
de pesquisa que viabilizaram a realizacdo deste e outros trabalhos;

® 4 Viviane e 4 Maria Fernanda juntamente com nossos familiares. Aos
nossos amigos e colegas.

Um agradecimento especial ao Instituto de Informatica da UFRGS que tem
apoiado esta série de Livros Diddticos, e a Pré-Reitoria de Pesquisa da UFRGS,
que sempre tem apoiado nossos projetos e, em especial, apoiou financeiramente a
publicacdo deste livro.

Tiarajd Asmuz Diverio
Paulo Blauth Menezes
Maio de 1999
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“Hd um teorema conhecido que diz que qualquer computador ¢ capaz de
emular qualquer outro computador”

Astronauta Frank Poole ao
explicar o principio usade por Halman (computador HAL/astronauta Bowman)
para impedir o Mondlito de executar qualquer ordem que ameacasse a humanidade

Do livro 3001 - A Odisséia Final da Série iniciada por 2001 - Uma Odisséia no Espaco
Arthur C. Clarke

1 Introducao e Conceitos Basicos

Este capitulo inicia com uma breve histéria do surgimento e do
desenvolvimento dos conceitos, resultados e formalismos nos quais a Teoria da
Computagao é baseada. A seguir, é apresentada a abordagem geral adotada
nesta publicacdo. Por fim, sdo introduzidos alguns conceitos basicos que sdo
usados ao longo de todo o texto.



1.1 Notas Historicas

Ciéncia da Computagcdo ¢ o conhecimento sistematizado relativo a
computacio. Sua origem é remota, tendo exemplos na antiga Grécia (século III
A.C., no desenho de algoritmos por Euclides) e Babilonia {com estudos sobre
complexidade e reducibilidade de problemas). O interesse atual possui duas
énfases: idéias fundamentais e modelos computacionats (énfase teorica) e projeto
de sistemas computacionais (énfase pratica), aplicando a teoria a pratica.

A énfase tedrica da Ciéncia da Computagéo teve o seu inicio em uma grande
diversidade de campos como, por exemplo, na biologia (modelos para redes de
neurénios), na eletrénica (teoria do chaveamento), na matemdtica (légica), na
lingtistica (gramédticas para linguagens naturais) e em outros. A partir destes
estudos, surgiram os modelos que sdo hoje a base da Teoria da Computacio.

No inicio do século XX, diversas pesquisas foram desenvolvidas com o objetivo
de definir um modelo computacional suficientemente genérico, capaz de
implementar qualquer Fun¢do Computduvel.

Um marco inicial da Teoria da Computacao ¢ o trabalho de David Hilbert,
denominado de Entscheidungsproblem ([HIL1900]), o qual consistia em encontrar
um procedimento para demonstrar se uma dada férmula no cédlculo de predicados
de primeira ordem (onde a quantificacio é restrita as varidveis que denotam
elementos de conjuntos) era valida ou ndo. A procura de Hilbert por tal
procedimento se justifica pelo fato de que se acreditava que todo problema bem
definido poderia ser resolvido, possivelmente pela demonstracio de falsidade.
Admitindo-se que essa tese fosse verdadeira, o fracasso na resolugdo de um
problema seria devido a escolha insuficiente de hipdteses ou a um raciocinio
erroneo.

Entretanto, em 1931, Kurt Godel publicou o trabalho denominado de
Incompleteness Theorem (Teorema da Nao-Completude), onde demonstrou que tal
problema (mecanizagdo do processo de prova de teoremas) ndo tinha solucdo
(IGOD65]). Provou que um determinado sistema formal bem definido e
consistente (isto é, onde ndo existe a possibilidade de "se A, entdo ndo A"), o qual
define a multiplicagdo e adi¢do no conjunto dos numeros naturais, nio era
suficiente para provar se toda a sentenca nesse sistema é ou ndo um teorema.

Uma caracteristica importante do trabalho de Godel é o uso feito por ele de
numeros naturais para codificar simbolos, formulas e seqiiéncias de formulas. Na
prova do Incompleteness Theorem, afirmagdes sobre formulas podiam ser
representadas como determinadas classes de fungdes. Dessa forma, notou-se a
correspondéncia entre a computabilidade efetiva de funcges e a existéncia de
procedimentos efetivos para a solugdo de problemas. A classe de fungdes usada

por Godel foi a das fungbes primitivas recursivas definidas anteriormente por
Dedekind em 1888 ([DED1888]). Embora néo tenha sido proposital, Gidel foi
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(aparentemente) o primeiro a identificar um formalismo para definir a nogao de
Procedimento Efetivo.

Em 1936, Alonzo Church usou dois formalismos para mostrar que o problema
de Hilbert ndo tem solucao:

e (Calculo Lambda (Church, 1936) ([CHU36]);
e Funcoes Recursivas (Kleene, 1936) ([KLE56]).

De fato, a equivaléncia de ambos os formalismos foi verificada por Kleene (1936).
Este fato levou Church a sugerir o que é conhecida como a Hipdtese de Church:

“Séao caracterizagées tao gerais da no¢do do efetivamente computdvel
quanto consistentes com o entendimento intuitivo usual” (Church).

A Hipétese de Church é assumida como verdadeira em todos os estudos
relacionados com a Teoria da Computacao. Note-se que ndo é demonstravel pois
é fundamentada em uma nocao intuitiva (nao-formal) do que é efetivamente
computavel

Separadamente de Church, Alan Turing propés, em 1936 ([TUR36]), um
formalismo para a representacao de procedimentos efetivos. O trabalho de
Turing é particularmente significativo por ter sido o primeiro a identificar
programas escritos para uma "maquina computacional”, como nog¢oes intuitivas
de efetivamente computdvel. A intencdo do modelo de Turing, denominado
Mdquina de Turing, foi simular, tanto quanto possivel, as atitudes humanas
relacionadas a computacao.

Desde ent&o, muitos outros formalismos foram propostos, os quais, sdo
provados possuirem (no maximo) o mesmo poder computacional das Funcoes
Recursivas (ou o Calculo Lambda) como, por exemplo:

Maquina de Turing (1936);

Mdquina Norma (1976)

Sistema Canénico de Post (1943);

Algoritmo de Markov e a Linguagem Snobol (1954);
Midquina de Registradores (1963);

RASP (Random Access Stored Programs - 1964).

Assim, define-se programa como sendo um procedimento efetivo e, portanto,
que pode ser descrito usando qualquer dos formalismos equivalentes como os
citados acima. Ou seja, qualquer destes formalismos permite descrever todos os
procedimentos possiveis que podem ser executados em um computador. o
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1.2 Abordagem

A abordagem desta publicagdo desenvolve os principais aspectos de Teoria da
Computacao combinando abordagens histéricas com abordagens proximas dos
sistemas computadores modernos. O objetivo é permitir um f{acil entendimento e
associacdo dos problemas abstratos com os problemas tipicos da Ciéncia da
Computacao atual. Assim, por exemplo, questdes como programas e maquinas
ficam claramente caracterizadas e diferenciadas e sao adequadamente tratadas
no contexto de Maquinas Universais, juntamente com modelos tradicionais como
a Madquina de Turing. Parte desta abordagem voltada para os sistemas
computadores atuais € inspirada, entre outros, no trabalho de Richard Bird em
Programs and Machines - An Introduction to the Theory of Computation
([BIR761).

1.3 Conceitos Basicos

Linguagem é um conceito fundamental no estudo da Teoria da Computagio,
pois trata-se de uma forma precisa de expressar problemas, permitindo um
desenvolvimento formal adequado ao estudo da computabilidade. Mais
precisamente, em capitulos subseqiientes, serd estudada a sclucionabilidade de
um problema, analisando-a como a investigagdo da existéncia de um algoritmo
que determine se uma palavra pertence ou ndo a linguagem que traduz esse
problema.

O dicionario Aurélio ([FER84]) define linguagem como:

"o uso da palavra articulada ou escrita como meio de expressao e
comunica¢do entre pessoas”.

Entretanto, esta definicdo néo ¢ suficientemente precisa para permitir o
desenvolvimento matematico de uma teoria baseada em linguagens. Assim,

serao feitas, a seguir, algumas definigdes formais, necessdrias aos estudos
posteriores.

As defini¢des que seguem sio construidas usando como base a nogdo de
Simbolo ou Caractere. Portanto, é uma entidade abstrata bdsica, nao sendo
definida formalmente. Letras e digitos sdo exemplos de simbolos freqiientemente
usados.

Definicdo 1.1 Alfabeto.
Um Alfabeto é um conjunto finito de simbolos ou caracteres. a
Portanto:

® um conjunto infinito ndo é um alfabeto:
® o conjunto vazio ¢ um alfabeto.
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EXEMPLO 1.1 Alfabeto.

a) Os seguintes conjuntos sdo exemplos de alfabetos:
{a, b c}
& (conjunto vazio)
b) Os seguintes conjuntos ndo sao exemplos de alfabetos:
N (conjunto dos nimeros naturais)
{a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,...} a

Definicao 1.2 Cadeia de Simbolos, Palavra.

a) Uma Cadeia de Simbolos sobre um conjunto é uma seqiiéncia de zero ou mais
simbolos (do conjunto) justapostos;

b) Uma Palavra é uma cadeia de simbolos finita. Q

Portanto, uma cadeia sem simbolos ¢ uma palavra valida e o simbolo:
€ denota a cadeia vazia ou palavra vazia.
Se ¥ representa um alfabeto, entao:
>* denota o conjunto de todas as palavras possiveis sobre Y,
2* denota 2*-{c}
Definiciao 1.3 Comprimento ou Tamanho de uma Palavra.

O Comprimento ou Tamanho de uma palavra w, representado por |wl, é o
numero de simbolos que compdem a palavra. a

Definicao 1.4 Prefixo, Sufixo, Subpalavra.

Um Prefixo (respectivamente, Sufixo) de uma palavra é qualquer seqiiéncia
inicial (respectivamente, final) de simbolos da palavra. Uma Subpalavra de uma
palavra é qualquer seqiiéncia de simbolos contigua da palavra. a

EXEMPLO 1.2 Palavra, Prefixo, Sufixo, Tamanho.
a) abcb é uma palavra sobre o alfabeto {a, b, ¢}

b) Se X ={a, b}, entao:
>*={a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,...}
Y*={g a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,...}
c) Iabcb| =4 e [El =0

d) Relativamente a palavra abcb, tem-se que:

€, a, ab, abc, abceb sao os prefixos;
g, b, cb, bcb, abeb sao os respectivos sufixos;

£

e} Qualquer prefixo ou sufixo de uma palavra é uma subpalavra.
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Definicao 1.5 Linguagem Formal.

Uma Linguagem Formal ou simplesmente Linguagem é um conjunto de palavras
sobre um alfabeto. ]

EXEMPLO 1.3 Linguagem Formal.
Suponha o alfabeto > = {a, b}. Entéo:

a) O conjunto vazio e o conjunto formado pela palavra vazia sdo linguagens
sobre X. Obviamente, @ # {¢ };

b) O conjunto de palindromos (palavras que tém a mesma leitura da esquerda
para a direita e vice-versa) sobre Y é um exemplo de linguagem infinita.
Assim:

g, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, aaaa,...
sdo palavras desta linguagem. a
Definicao 1.6 Concatenacio de Palavras.

A Concatena¢do de Palavras ou simplesmente Concatenagdo ¢ uma operagido
bindria, definida sobre uma linguagem, a qual associa a cada par de palavras
uma palavra formada pela justaposicdo da primeira com a segunda.

Uma concatenagédo é denotada pela justaposi¢ido dos simbolos que representam
as palavras componentes. A operacio de concatenacdo satisfaz as seguintes
propriedades (suponha v, w, t palavras):

a) Assoctatividade.
v(wt) = (vw)t
b) Elemento Neutro a Esquerda e a Direita.

EW = W = Wwe -]

Como a concatenacio de palavras é uma operacéo associativa, é usual omitir
os parénteses. Assim, v(wt) ou (vw)t pode ser denotado simplesmente por vwt.
Uma operacdo de concatenacdo definida sobre uma linguagem L ndo §,
necessariamente, fechada sobre L, ou seja, a concatenag¢ao de duas palavras de L
nao é, necessariamente, uma palavra de L.

EXEMPLO 1.4 Concatena¢do de Palavras.

a) Suponha o alfabeto > = {a, b}. Entao, para as palavras v = baaaa e w = bb,
tem-se que:
vw = baaaabb
ve = v = baaaa

b) Suponha a linguagem L de palindromos sobre ¥ = {a, b}. A concatenacdo das
palavras aba e bbb resulta na palavra ababbb a qual ndo é palindromo.
Portanto, a operacao de concatenacao nao é fechada sobre L. u
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Defini¢cao 1.7 Concatenacio Sucessiva de uma Palavra.

A Concatenagdo Sucessiva de uma Palavra (com ela mesma) ou simplesmente
Concatenag¢ao Sucessiva, representada na forma de um expoente (suponha w
uma palavra):

w"  onde n é o nimero de concatenacoes sucessivas

é definida indutivamente a partir da operacao de concatenacdo bindria, como

segue:
wl=¢
wih = wwn1 paran>0 a

EXEMPLO 1.5 Concatenagdo Sucessiva.

Sejam w uma palavra e a um simbolo. Entao:

w3 = www

wl=w

a% = aaaaa

a"=aaa..a (osimbolo a repetido n vezes) |

1.4 Exercicios

Exercicio 1.1 Elabore uma linha de tempo sobre o desenvolvimento do
conceito de funcdo computdvel.

Exercicio 1.2 Qual o marco inicial da Teoria da Computacao?

Exercicio1.3 Em que se consistia o problema de Hilbert -
Entscheidungsproblem e por que ele é sem solugao?

Exercicio 1.4 Qual a importancia da Hipétese de Church e por que ela nao é
demonstravel?

Exercicio 1.5 Marque os conjuntos que sao alfabetos:

a)  Conjunto dos nimeros naturais [1]

b)  Conjunto dos numeros primos []

c) Conjunto das letras do alfabeto brasileiro [ |

d) Conjunto dos algarismos arabicos {]
e)  Conjunto dos algarismos romanos [1]
D Conjunto {a, b, ¢, d} []
g) Conjunto das partes de {a, b, ¢} [ ]
h)  Conjunto das vogais [ ]

1) Conjunto das letras gregas []
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Exercicio 1.6 Dé os possiveis prefixos e sufixos de cada uma das seguintes
palavras:

a) teoria

b) universidade

c) aaa

d) abccba

e) abcabc

Exercicio 1.7 Exemplifique, comprovando ou negando as seguintes
propriedades algébricas da operagdo de concatenacio de palavras:

a) Fechamento

b) Comutatividade

¢) Elemento neutro

d) Associatividade

e) Elemento inverso

Exercicio 1.8 Quando se pode dizer que a estrutura algébrica da operacio de

concatenaciio sobre uma linguagem é andloga a estrutura da operacio de adigao
nos naturais?



2 Programas, Maquinas e
Computacoes

Neste capitulo é introduzida a formalizagio das nog¢des de programa, de
méquina, de computacdo e do que é computdvel em uma mdquina e de relacoes
entre formalismos como, equivaléncia e simulagao.

Considerando que diferentes computadores podem ter diferentes arquiteturas
e que os diversos tipos de linguagens de programacio aparecem em abundéncia,
a formalizacdo dos conceitos de programa e de méquina néo sido baseadas em
qualquer linguagem ou computador real. Assim, suas caracteristicas essenciails
sdo descritas em modelos matemadticos simples, permitindo um répido
entendimento de suas seméanticas e facilitando a demonstracéo de resultados.

Inicialmente, é introduzido o conceito de programa o qual pode ser visto como
um conjunto de operacodes e testes compostos de acordo com uma estrutura de
controle. O tipo de estrutura de controle associada determina uma classificagéo
de programas como segue:

®  monolitico: baseada em desvios condicionais e incondicionais;
® jterativo: possul estruturas de iteracio de trechos de programas;
® recursivo: baseado em sub-rotinas recursivas.



A seguir, é introduzido o conceito de mdqguina a qual interpreta os programas

de acordo com os dados fornecidos. Uma mdquina é capaz de interpretar um
programa desde que possua uma interpretacéo para cada operagdo ou leste que
constitul o programa.

Para um dado programa e uma dada mdquina (capaz de interpretar este
programa) é possivel definir computagao e fun¢ao computada. Uma computagdo
é, resumidamente, um histérico do funcionamento da maquina para o programa,
considerando um valor inicial. Uma fun¢do computada é uma funcao (parcial)
induzida a partir da mdquina e do programa dados, a qual é definida sempre que,
para um dado valor de entrada, existe uma computacao finita (a maquina para).

Funcées computadas permitem introduzir algumas importantes nogoes de
equivaléncias de programas e maquinas como segue:

e programas equivalentes fortemente: se as correspondentes funcoes
computadas coincidem para qualquer maquina;

e programas equivalentes: se as correspondentes funcdes computadas
coincidem para uma dada maquina;

®  mdquinas equivalentes: se as maquinas podem simular umas as outras.

Relativamente aos programas equivalentes fortemente, verifica-se que
programas recursivos sdo mais gerais que os monoliticos os quais, por sua vez,
sdo mais gerais que os iterativos, induzindo uma hierarquia de tipos de
programas. Adicionalmente, tem-se que:

e existe um algoritmo para determinar se dois programas moroliticos
(respectivamente, iterativos) sdo ou nao equivalentes fortemente;

e até o momento, nao ¢ conhecido se existe ou nao um algoritmo para
mostrar equivaléncia forte de dois programas recursivos.

2.1 Programas

Um programa pode ser descrito como um conjunto estruturado de instrugdes
que capacitam uma mdquina a aplicar sucessivamente certas operagbes bdsicas
e testes sobre os dados iniciais fornecidos, com o objetivo de transformar estes
dados numa forma desejavel.

Portanto, um programa deve explicitar como as operagdes ou testes devem
ser compostos, ou seja, um programa deve possuir uma estrutura de controle de
operacdes e testes. Nas linguagens de programagdo atuais, existem vérias
formas de estruturacio do controle, com destaque para as seguintes, as quais
sao formalizadas adiante, na forma de tipos de programas:

a) Estruturacdo Monolitica. E baseada em desvios condicionais e incondicionais,
néo possuindo mecanismos explicitos de iteragdo, subdivisio ou recursao.
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b) Estruturacao Iterativa. Possui mecanismos de controle de iteracoes de trechos
de programas. Nao permite desvios incondicionais.

¢) Estrutura¢io Recursiva. Possul mecanismos de estruturaciao em sub-rotinas
recursivas. Recursdo é uma forma indutiva de definir programas. Também
nao permite desvios incondicionais.

Independentemente da estruturagéo do controle, duas ou mais operacdes ou
testes podem ser compostos como segue:

a) Composicdo Seqiiencial. A execugdo da operagdo ou teste subseqiiente
somente pode ser realizada apés o encerramento da execucgdo da operagao ou
teste anterior.

b) Composi¢do Nao-Determinista. Uma das operacdes ou testes compostos

o

escolhido para ser executada. A composi¢io nédo-determinista também
denominada de escolha.

o

c) Composicdo Concorrente. As operacdes ou testes compostos podem ser
executados em qualquer ordem, inclusive simultaneamente. Ou seja, a ordem
de execugdo é irrelevante.

A interpretacado considerada para a composigio ndo-determinista é aquela
que objetiva explorar os limites da capacidade de solucionar problemas como em
[HOP79] e [MEN98]. Ou seja, se existe uma escolha que resolve o problema
(mesmo que as demais néo tenham esta capacidade), entdo se afirma que o
programa resultante da composi¢éo é capaz de resolver o problema.

Neste texto ndo sdo consideradas as composicdes concorrentes ou, mais
precisamente, composi¢bes concorrentes verdadeiras. Entretanto, usando a
composicao ndo-determinista, é possivel simular uma no¢io de concorréncia
verdadeira, denominada de infercala¢do. Na intercalacio, uma concorréncia é
representada como composicdes ndo-deterministas de todas as combinacdes
possiveis de composicdo sequenciais, garantindo, portanto, que a ordem de

execugdo é irrelevante. Uma boa referéncia sobre estes e outros aspectos
referentes a concorréncia é [WIN95].

Para o estudo de programas, ndo é necessdrio saber qual a natureza precisa
das operagbes e dos testes os quais constituem as instrucées. Eles sao
identificados pelos seus nomes. Portanto suponha que existam dois conjuntos de
identificadores: de operagdes e de testes. Eles sao descritos por:

a) Identificadores de Operagées.
F.GH,..
b) Identificadores de Testes.
T4, T2, T3, ...

Note-se que um teste é uma operac¢ido de um tipo especial a qual produz
somente um dos dois possiveis valores verdade, ou seja verdadeiro ou falso,
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usualmente denotados por v e f, respectivamente. Existe, ainda um tipo de
operacgao que nao faz coisa alguma, denominada:

operag¢ao vazia, denotada pelo simbolo v/

No que segue, é suposto conhecimentos basicos de algoritmos.

2.1.1 Programa Monolitico

Um programa monolitico é estruturado usando desvios condicionais e
incondicionais, nao fazendo uso explicito de mecanismos auxiliares de
programacao que permitam uma melhor estruturagao do controle como iteragao,
subdivisdo ou recursio. Portanto, a l6gica é distribuida por todo o bloco (mondlito)
que constitui o programa.

Uma das formas mais comuns e tradicionais de especificar programas
monoliticos é através de fluxogramas. Informalmente, um fluxograma é um
diagrama geométrico construido a partir de componentes (fluxogramas)
elementares denominados partida, parada, operacdo e teste, introduzidos na
Figura 2.1. No caso da operacio vazia ¢/, o retdngulo correspondente & operagio
pode ser omitido, resultando simplesmente em uma seta.

v f
( parada ) operagao

Figura 2.1 Componentes elementares de um fluxograma
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&)

Figura 2.2 Fluxograma

EXEMPLO 2.1  Fluxograma.

Um exemplo de fluxograma é apresentado na Figura 2.2. Vocé é capaz de
interpretar o fluxo de controle representado? a

Além da representacdo diagramadtica introduzida, um fluxograma pode ser
denotado na forma de texto, usando instrugdes rotuladas. Como o préprio nome
indica, cada instrugdo rotulada é identificada por um rétulo. Uma instrucao
rotulada pode ser como segue:

a) Operacdo. Indica a operagdo a ser executada seguida de um desvio
incondicional para a instrucao subsequente.

b) Teste. Determina um desvio condicional, ou seja, que depende da avaliacao de
um teste.

No caso de um fluxograma denotado como um conjunto de instrugdes
rotuladas, uma parada é especificada usando um desvio incondicional para um
rétulo sem instrucdo correspondente.

EXEMPL0O 2.2  Fluxograma como um Conjunto de Instrugées Rotuladas.

O fluxograma da Figura 2.2 pode ser traduzido pelo conjunto de instrucdes
rotuladas representado na Figura 2.3, supondo que a computacio inicia pela
instrucao correspondente ao rotulo 1. Note-se que a parada é especificada
usando um desvio para o rétulo 5. Q
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faga F vé4_para 2
se T{ entdo vé_para 1 sendo va_para 3
faca G vé_para 4

oW N

se T2 entdo vd_para 5 sendo vd_para 1

Figura 2.3 Instrucées rotuladas

A defini¢ao formal de programa monolitico é melhor descrita usando a notagao
de instrugbes rotuladas do que diagramas geométricos. Inicialmente sao
introduzidas as defini¢des de rotulo e instrucéo rotulada.

Defini¢do 2.1 Rétulo, Instrugao Rotulada.

a) Um Roétulo ou Etiqueta é uma cadeia de caracteres finita (palavra)
constituida de letras ou digitos.

b) Uma Instrugdo Rotulada i é uma cadeia de caracteres finita (palavra) de
uma das duas formas a seguir (suponha que F e T sao identificadores de
operagdo e teste, respectivamente e que rq, rj; e ri sdo rétulos):

b.1) Operacao.
r1: faga F vd_para r» ou ri: faca v va_para r;
b.2) Teste.

ri: se T entfdo vd_para r, sendo va_para ri ]
EXEMPLO 2.3  Instrucdo Rotulada.

Na Figura 2.3, as cldusulas identificadas pelos rétulos 1, 2, 3 e 4 sdo instruges
rotuladas. Q

Definicdo 2.2 Programa Monolitico.
Um Programa Monolitico P é um par ordenado

P=(1, 1)
onde:

I Conjunto de Instrugées Rotuladas o qual é finito;

r  Rétulo Inicial o qual distingue a instrugdo rotulada inicial em I.
Adicionalmente, relativamente ao conjunto I tem-se que:

néo existem duas instrugdes diferentes com um mesmo rétulo;
®* um rétulo referenciado por alguma instrucio o qual ndo é associado a
qualquer instrugdo rotulada é dito um Rétulo Final. a

Portanto, a defini¢do de programa monolitico requer a existéncia de pelo
menos uma instrugéo, identificada pelo rétulo inicial.
EXEMPLO 2.4  Programa Monolitico.

Sao exemplos de programas monoliticos:
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a) Pq=(17,1) onde I é o conjunto constituido pelas instru¢des rotuladas 1, 2, 3
e 4 na Figura 2.3. Neste caso, 5 é um rétulo final,

b) Py = ({r1: faga ¥ véd_para ry}, ri) onde rp é um rétulo final (qual o
correspondente fluxograma?). a

Observacao 2.3 Programa Monolitico x Fluxograma.

Como um programa monolitico é definido usando a no¢éo de fluxograma, ambos
os termos sao identificados e usados indistintamente. a

O mecanismo de composi¢ao seqliencial dado pelas instrugdes rotuladas ¢ o
tipo mais fundamental de controle de estrutura. E a estrutura basica utilizada
pela maioria das linguagens de mdquinas, bem como linguagens de baixo nivel
como linguagem de montagem (assembly) e é incorporada de certa maneira a
outras linguagens de alto nivel.

2.1.2 Programa Iterativo

A noc¢do de programa com estruturas de controle iterativas tem sua origem
na tentativa de solucionar os problemas decorrentes da dificuldade de
entendimento e manutencio de programas monoliticos onde existe uma grande
liberdade para definir desvios incondicionais ocasionando o que vulgarmente é
conhecido como "quebras de logica". A idéla bdsica é substituir desvios
incondicionais por estruturas de controle de ciclos ou repeti¢oes resultando em
uma melhor estruturagdo dos desvios. Estas nog¢des deram origem ao que hoje é
chamado de Programacdo Estruturada ({KNU69]) e inspiraram uma nova
geracao de linguagens de programacéo como Pascal ((JEN74]).
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Programas iterativos sdo baseados em trés mecanismos de composicdo
(seqlienciais) de programas, os quais podem ser encontrados em um grande
numero de linguagens de alto nivel, como, por exemplo, Algol 68 ([MAL69]),
Pascal ([JEN74]), Ada ([UNI80]) e Fortran 90 ([ELL94]). Esses mecanismos de
composicao sio:

® seqiiencial: composicao de dois programas, resultando em um terceiro, cujo
efeito é a execucao do primeiro e, apés, a execucdo do segundo programa
componente;

® condicional: composi¢ao de dois programas, resultando em um terceiro,
cujo efeito ¢ a execugao de somente um dos dois programas componentes
dependendo do resultado de um teste;

® enquanto: composicdo de um programa, resultando em um segundo, cujo
efeito é a execucdo, repetidamente, do programa componente enquanto o
resultado de um teste for verdadeiro.

Relativamente & composi¢do enquanto, uma vez que o término da iteracio &
causado somente pelo retorno do valor falso para o teste, eventualmente pode
ser conveniente uma outra composigio da forma:

® até: andloga a composi¢do enquanto, excetuando-se que a execucdo do
programa componente ocorre enquanto o resultado de um teste for falso.

Definicao 2.4 Programa Iterativo.

Um Programa Iterativo P é indutivamente definido como segue:

a) A operagdo vazia ¢ constitui um programa iterativo;

b) Cada identificador de operagio constitui um programa iterativo;

¢} Composi¢do Seqiiencial. Se V e W sido programas iterativos, entdo a
composi¢do seqliencial denotada por:
VW

resulta em um programa iterativo cujo efeito é a execugdo de V e, apos, a
execucao de W,

d) Composicdo Condicional. Se V e W sdo programas iterativos e se T é um
identificador de teste, entio a composigao condicional denotada por:
(se T ent&oc V sengo W)

resulta em um programa iterativo cujo efeito é a execucdo de V se T é
verdadeiro ou Wse T é falso;

e} Composigao Enguanto. Se V é um programa iterativo e se T é um identificador
de teste, entao a composi¢do enquanto denotada por:
enquanto T faca (V)

resulta em um programa iterativo que testa T e executa V, repetidamente,
enquanto o resultado do teste for o valor verdadeiro. Caso contrdrio, a
iteracao termina;
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f) Composi¢ao Até. Se V é um programa iterativo e se T é um identificador de
teste, entao a composicdo até denotada por:

até T faca (V)

resulta em um programa iterativo que testa T e executa V, repetidamente,
enquanto o resultado do teste for o valor falso. Caso contrario, a iteracdo
termina. |

Assim, relativamente a composicio seqiiencial, tem-se que:
P1;P2:P3;...;Pn

denota o programa cujo efeito é a execugao na ordem Py, Py, ..., Py (da esquerda
para a direita).

Os parénteses foram utilizados nas cldusulas das demais composicdes para
possibilitar a interpreta¢do, de forma univoca, por partes consistentes. Por
exemplo, a omissao de parénteses no seguinte programa:

enquanto | faca V;W

admite duas interpretagdes distintas, como segue:
(enquanto T faca V); W
enguanto T faca (V; W)

Assim, com o uso de parénteses, definem-se estruturas de blocos como no
comando-composto begin-end da linguagem Pascal ([JEN74]) ou nas chaves da
linguagem C ([PLU83]).

A composi¢do enquanto pode ser simulada pelo fluxograma na Figura 2.4
(qual seria o correspondente fluxograma para a composicdo até?). Note-se que,
na execugdo de um enguanto, V pode ndo ser executado (em que condicbes isto

ocorre?).
v f
\

Figura 2.4 Fluxograma que simula a composi¢ao enquanto

EXEMPLO 2.5  Programa Iterativo.
a) A operacio vazia ¢ constitui um programa iterativo (por qué?).

b) O programa na Figura 2.5 é do tipo iterativo. O uso, de certa forma, abusivo
de linhas e identagao objetiva facilitar a identificaciio visual da estrutura do
programa. a
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entdo enguanto 12
faca (até 13
faca (V; W)

sendo ¥)

Figura 2.5 Programa iterativo

Note-se que a traducdo de um programa iterativo para fluxograma ¢é trivial
(por qué?). Entretanto, a inversa ndo é verdadeira, ou seja, fluxogramas nem
sempre podem ser traduzidos para programas iterativos equivalentes, para
qualquer méaquina. A questao de equivaléncias de programas é detalhada adiante,
neste capitulo.

T T T
- —

,/ ~ —- .
/- Eusou vocé amanha, digo,
\_ umarecursao adlante/

\l_\ —‘“‘lf

Se—

2.1.3 Programa Recursivo

O terceiro tipo de estrutura de controle é encontrado, com diversas variagdes,
na maioria das linguagem de alto nivel que admite a definicio de sub-rotinas
recursivas. Recursdo é uma forma indutiva de definir programas. Sub-rofinas
permitem a estruturagdo hierdrquica de programas, possibilitando niveis
diferenciados de abstragao.

Um dos grandes problemas da Ciéncia da Computagio atual € o correto
entendimento e implementagido de mecanismos de abstragido na presenca de
composi¢des concorrentes. Entretanto, como afirmado anteriormente, esta
publica¢do nao trata de composigdes concorrentes. Uma boa referéncia sobre
estes e outros aspectos relacionados a concorréncia e abstragao é [MEN98b].
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Para o que segue, suponha um conjunto de Identificadores de Sub-Rotinas 0s
quais sao descritos por:

R1, Ro, wen s
O conceito de expressdo de sub-rotinas introduzido a seguir é usado na
definicdo de programa recursivo.
Definicao 2.5 Expressao de Sub-Rotinas.

Uma Expressdo de Sub-Rotinas (ou simplesmente Expressdo) E, é indutivamente
definida como segue:

a) A operagdo vazia ¢ constitui uma expressio de sub-rotinas;
b) Cada identificador de operagéo constitui uma expresséo de sub-rotinas;
¢) Cada identificador de sub-rotina constitui uma expressao de sub-rotinas;

d) Composigdo Seqiiencial. Se D1 e Dy sdo expressoes de sub-rotinas, entdo a
composi¢ao seqiencial denotada por:

D1;D2

resulta em uma expressio de sub-rotinas cujo efeito é a execucdo de Dy e,
apobs, a execucao de Dy;

e) Composi¢do Condicional. Se D1 e Dy sdo expressoes de sub-rotinas e T é um
identificador de teste, entdo a composi¢do condicional denotada por:

(se T entdc D1 sendo Dp)

resulta em uma expressao de sub-rotinas cujo efeito é a execugdode D1 se T é
verdadeiro ou Dy se T é falso. a

Definicao 2.6 Programa Recursivo.
Um Programa Recursivo P tem a seguinte forma:
P é Eg onde R def Eq, Ry def Ep, ..., Ry def Ejy

onde (suponha ke {1,2,...,n}):
Eo Expressao Inicial a qual é uma expressio de sub-rotinas;
Ex Expressao que Define Ry, ou seja, a expressdo que define a sub-rotina
identificada por Ry.

Adicionalmente, para cada identificador de sub-rotina referenciado em alguma

expressao, existe uma expressao que o define. .}

Portanto, a operacao vazia ¢ (que também é uma expressio de sub-rotina)
constitui um programa recursivo. Neste caso, por simplicidade, como néo existe
qualquer sub-rotina a ser definida, é usual omitir a palavra onde, ou seja:

v denota o programa recursivo que nio faz coisa alguma.



20 Teoria da Computa¢do: Mdaquinas Universais ¢ Computabilidade — T. Diverio & P. Blauth Menezes

EXEMPLO 2.6 Programa Recursivo.

O programa na Figura 2.6 ¢ do tipo recursivo. £ importante observar que para
cada identificador de sub-rotina referenciado existe uma expressio que o define.
Note-se que a recursdo é implicita, no sentido em que as sub-rotinas R e S se
referenciam mutuamente e, portanto, R e S se auto-referenciam indiretamente.Q

P é R;S onde
R def F;(se T entsio R sendo G;9),
S def (se T entdo ¥ sendo F;R)

Figura 2.6 Programa recursivo

A computac¢do de um programa recursivo sera detalhada adiante, quando da
introdugdo do conceito de computagdo. Intuitivamente, consiste na avaliacdo da
expressdo inicial onde cada identificador de sub-rotina referenciado é substituido
pela correspondente expressio que o define, e assim sucessivamente
(recursivamente), até que seja substituido pela expressio vazia v/, determinando
o fim da recurséo.

Até agora, foram definidos trés tipos de programas cujos modelos sio
caracteristicas de linguagens de programacdo reais. Entretanto, esses
programas sdo incapazes de descrever completamente uma computacdo, pois
néo se tem a natureza das operagdes ou dos testes, mas apenas um conjunto de
identificadores. A natureza das operacgoes e testes é especificada na definicdo de
maquina.

2.2 Maquinas

O objetivo de uma maquina é suprir todas as informagdes necessirias para
que a computacgio de um programa possa ser descrita. Portanto, cabe & miquina
suprir o significado (dat seméntica) aos identificadores das operagdes e testes.

Assim, cada identificador de operacdo e de teste interpretado pela maquina
deve ser associado a uma transformagdo na estrutura de meméria e a uma
funcao verdade, respectivamente. Note-se que:

* nem todo o identificador de operagéo ou teste ¢ definido em uma maquina;

® para cada identificador de operagdo ou teste definido em uma mdquina,

existe somente uma funcéao associada.

Adicionalmente, a maquina deve descrever o armazenamento ou recuperacio de
informagoes na estrutura de memoria.
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Definicdo 2.7 MaAaquina.
Uma Mdquina é uma 7-upla

M=V, XY, nx, ny, OF, TI7)

onde:
V  Conjunto de Valores de Meméria;
X Conjunto de Valores de Entrada;
Y  Conjunto de Valores de Saida;
nx  Funcdo de Entrada tal que:
nx. X -V
ny Fungdo de Saida tal que:
ny:V-Y

e Conjunto de Interpretacdes de Operagoes tal que, para cada identificador
de operagédo F interpretado por M, existe uma unica func¢io:

nrV—->VemlIlf
Ity Conjunto de Interpretagoes de Testes tal que, para cada identificador de

teste T interpretado por M, existe uma unica fun¢io:

n1: V — {verdadeiro, falso} em It a

As funcdes acima sdo totais, ou seja, definidas para todos os elementos do
dominio. O conjunto de interpretagdes Ilf (respectivamente, TlT) pode ser visto
como um conjunto de funcdes indexado pelo subconjunto de identificadores de
operacoes (respectivamente, testes) para as quais a maquina M é definida.

No texto que segue as seguintes notag¢oes sdo adotadas:

e N para o conjunto dos niumeros naturais,
e S2 para o produto cartesiano de um conjunte S, ou seja:

$2=8xS
EXEMPLO 2.7 Mdquina de Dois Registradores.

Suponha uma especificacdo de uma maquina com dois registradores a e b os
quais assumem valores em N, com duas operactes e um teste como segue:

e subtracdode 1em a, sea > 0;
e adicdode 1em b;
® teste se aé zero.

Adicionalmente, valores de entrada siao armazenados em a (zerando b) e a saida
retorna o valor de b.

Dois registradores com valores em N podem ser definidos pelo produto
cartesiano NZ onde os registradores a e b sao representados pela primeira e
segunda componente, respectivamente. Entdo a mdaquina na Figura 2.7
implementa a especificacdo acima. a
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dois_reg = (N2, N, N, armazena_a, retorna_b, {subtrai_a, adiciona_b}, {a_zero})é

ionde:
| N2 corresponde ao conjunto de valores de memoéria :
N corresponde, simultaneamente, aos conjuntos de valores de entrada e sal'dag
armazena_a: N — N2 é a funcio de entrada tal que, Vn e N: .
armazena_a(n) = (n, 0)
retorna_b: N2 — N ¢ a funcio de saida tal que, V(n, m) e N2:
retorna_b(n, m) = m
subtrai_a: N2 — N2 ¢ interpretacdo tal que, V(n, m) e N2:
subtrai_a(n, m) = (n-1, m), se n # 0; subtrai_a(n, m) = (0, m),sen=0

adiciona_b: N2 — N2 ¢ interpretacio tal que, V(n, m) e N2:

adiciona_b(n, m) = (n, m+1)
a_zero: N2 - {verdadeiro, falso} é interpretacao tal que, V(n, m) e N2:

a_zero(n, m) = verdadeiro, se n = 0; a_zero(n, m) = falso,sen=0

Figura 2.7 Maquina com dois registradores

Afirma-se que P é um programa para a mdquina M se cada identificador de
teste e operacdo em P tiver uma correspondente fung¢ao de teste e operacdo em
M, respectivamente. A defini¢do formal é como segue (lembre-se que programas
sdo constituidos por operacdes e testes e, portanto, nao incluem funcdes de
entrada e saida).

Definicdo 2.8 Programa para uma Maquina.

Sejam M = (V, X, Y, nx, ny, [TF, I[TT) uma mdquina e P um programa onde Pr e Pt
sdo os conjuntos de identificadores de operagdes e testes de P, respectivamente.
P ¢ um Programa para a Mdquina M se, e somente, se:

e para qualquer F € Pf, existe uma unica funcao ng: V — V em ITfF;
e para qualquer T € P, existe uma unica fungio n1: V — {verdadeiro, falso}
em [17.

Adicionalmente, a operacdo vazia ¢ sempre € interpretada em qualquer
maquina. a

Portanto, para cada identificador de operacao F de Pg (respectivamente, teste
T de P1) existe, na maquina M, uma udnica interpretacdo de fungdo de operacgao
indexada por F (respectivamente, funcio de teste indexada por T). Note-se que a
maquina pode possuir operacoes ou testes sem correspondéncia no programa.
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EXEMPLO 2.8 Programas para a Mdquina de Dois Registradores.

Os programas iterativo itv_b«a na Figura 2.8 e recursivo rec_b<«a na Figura
2.9, sfo programas para a maquina dois_reg (Figura 2.7) e atribuem o valor
armazenado em a ao registrador b. 4

Programa Iterativo itv_b<«a
até a_zero
fagca (subtrai_a; adiciona_b)

Figura 2.8 Programa iterativo para a maquina de dois registradores

Programa Recursivo rec_b<«a
rec_bea é R onde
R def (se a_zero entdo v sendo S;R),
S def subtrai_a;adiciona_b

Figura 2.9 Programa recursivo para a mdquina de dois registradores

2.3 Computacoes e Funcoes Computadas

Nesta segao é visto como as defini¢oes de programas e maquinas caminham
juntas para a definigdo de computagdo. Uma computagdo é, resumidamente, um
histérico do funcionamento da maquina para o programa, considerando um valor
inicial.

Uma vez definida a nogdo de computagido, pode-se inferir a natureza da
fun¢ao computada, por um dado programa, em uma dada maquina.

2.3.1 Computacao

Inicialmente, é tratada a computagio referente aos programas monoliticos e,
a seguir, é apresentada a referente aos programas recursivos. A computagao
referente aos programas iterativos é sugerida como exercicio.

Basicamente, uma computagio de um programa monolitico em uma maquina
é um histérico das instrugdes executadas e o correspondente valor de memdéria. O
histérico é representado na forma de uma cadeia de pares onde:

e cada par reflete um estado da m&quina para o programa, ou seja, a
instrugao a ser executada e o valor corrente da memoria;

e a cadeia reflete uma seqiiéncia de estados possiveis a partir do estado
inicial (instrugdo inicial e valor de memoria considerado).



Definicéo 2.9 Computa¢ao de Programa Monolitico em uma Maquina.

Sejam M = (V, X, Y, nix, ny, Il, Tl7) uma méquina e P = (I, r) um programa
monolitico para M onde L é o seu correspondente conjunto de rétulos. Uma
Computagdo do Programa Monolitico P na Mdquina M é uma cadeia (finita ou
infinita) de pares de Lx V: ’
(so, Vo)(s1, V1)(s2, V2)...

onde (sg, vp) é tal que s¢ = r é o rétulo inicial do programa P e vg é o valor inicial
de memoria e, para cada par (s, vk) da cadeia, onde k € {0, 1, 2, ...}, tem-se que
(suponha que F é um identificador de operagéo, T é um identificador de teste e r,
r" séo rétulos de L):

a) Operagdo.
a.1) Se sy é o rétulo de uma operacio da forma:
sx: faca F va_para r°
entdo (sx+1, Vk+1) = (r*, nF(Vi)) é par subseqiiente de (s, v¢) na cadeia
a.2) Se sy é o rétulo de uma operacéo da forma:
skx: faca v v& para r'
entao (sk+1, Vk+1) = (r', Vi) € par subseqiiente de (sy, vk) na cadeia
b) Teste. Se sy é o rétulo de um teste da forma:

sk: se | ent8o va_para r' sendo va_para r"

entdo (sk+1, Vk+1) € par subseqiiente de (s, vk) na cadeia sendo que vi+1 = vk e
sk+1 =r' se nr(vy) = verdadeiro
Sk+1 =r" serT{vk) = falso

Uma Computagdo é dita Finita ou Infinita, se a cadeia que a define é finita ou
infinita, respectivamente. Q

Note-se que:

® para um dado valor inicial de meméria, a correspondente cadeia de
computagdo € unica, ou seja, a computagio é deterministica (por qué?);
um teste e a operagido vazia nao alteram o valor corrente da memoria;
em uma computagao infinita, rétulo algum da cadeia é final.

Nos exemplos que seguem, para facilitar o entendimento, uma cadeia de
computacao é representada na forma de coluna.

EXEMPLO2.9  Computagdo Finita de Programa Monolitico na Mdaquina de
Dois Registradores.

O programa monolitico mon_b«-a na Figura 2.10 é um programa para a
maquina dois_reg (Figura 2.7). Para o valor inicial de meméria (3, 0), ou seja,
onde os valores iniciais dos registradores a e b sio 3 e 0, respectivamente, a
correspondente computacao finita é representada na Figura 2.11. Note-se que o
registrador b recebeu o valor inicial de a (e a foi zerado). G
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Programa Monolitico mon_b«-a

1: Se a_zero entdo va_para 9 senfo va_para 2
faca subtrai_a va_para 3
3: faga adiciona_b va_para 1

Figura 2.10 Programa monolitico cuja computagio na maquina de 2 registradores é finita

(1,3.0p
(2.3,0)
(3.2.0)
1@
2,21
CR N
(1,(1.2)
(2,.(1.2)
(3.(0.2)
(1,(0,3)
(9.(0.3)

instrugdo inicial e valor de entrada armazenado
em 1, como a # 0, desviou para 2

em 2, subtraiu do registrador a e desviou para 3
em 3, adicionou no registrador b e desviou para 1
em 1, como a # 0, desviou para 2

em 2, subtraiu do registrador a e desviou para 3
em 3, adicionou no registrador b e desviou para 1
em 1, como a # 0, desviou para 2

em 2, subtraiu do registrador a e desviou para 3
em 3, adicionou no registrador b e desviou para 1
em 1, como a = 0, desviou para 9

Figura 2.11 Computagéo finita na maquina de 2 registradores

EXEMPLO 2.10 Computagdo Infinita de Programa Monolitico na Mdquina de

Dois Registradores.

O programa monolitico comp_infinita na Figura 2.12 é um programa para a
mdaquina dois_reg (Figura 2.7). Para o valor inicial de meméria @3, 0), a
correspondente computagéo infinita é representada na Figura 2.13. a

Programa Monolitico comp_infinita

1: faca adiciona_b va_para 1

Figura 2.12 Programa monolitico cuja computagio na maquina de 2 registradores ¢ infinita

N ECRV)
(.G 1)
(1.G.2)
(1, G3)

instrugdo inicial e valor de entrada armazenado
adicionou no registrador b e permanece em 1
adicionou no registrador b e permanece em 1
adicionou no registrador b e permanece em 1

repete 1, adicionando no registrador b, indefinidamente

Figura 2.13 Computagdo infinita na maquina de 2 registradores

A computagio de um programa recursivo em uma maquina é andloga a de
um monolitico. O histérico é representado na forma de uma cadeia de pares onde:

® cada par reflete um estado da maquina para o programa, ou seja, a

expressdo de sub-rotina a ser executada e o valor corrente da meméria;
® acadeia reflete uma seqiéncia de estados possiveis a partir do inicial.



Definicdo 2.10 Computacio de Programa Recursivo em uma Maquina.

Sejam M= (V. X, Y, nx, ny, [Ig, f17) uma maquina e P um programa recursivo
para M tal que:
P & Eg onde Ry def Eq, Ry def E2, ..., Rn

, def Ep
Uma Computacio do Programa Recursivo P na Mdquina M é uma cadeia (finita
ou infinita) de pares da forma:

(Do, voX (D1, v1)(D2, v2)...

onde (Dg, vo) ¢ tal que Dg = Eg; v e vp é o valor inicial de memoria e, para cada
par (Dx. Vi) da cadeia, onde k € {0, 1, 2,...}, tem-se que (suponha que F é um
identificador de operacao, T é um identificador de teste e C, Cq, C2 580 expressoes
de sub-rotina):

Caso 1. Se Dk é uma expressio de sub-rotina da forma:

Dk=v;C
entao (Dk+q, Vk+1) = (C, Vi) é par subseqiiente de (D, vk) na cadeia;

Caso 2. Se Dy ¢ uma expressao de sub-rotina da forma:
Dk =F ; C
entdo (Di+1, Vk+1) = (C, mE(vk)) é par subseqtiente de (D, vk) na cadeia;
Caso 3. Se Dk é uma expressao de sub-rotina da forma:
Dk =R:; C
entdo (Dk+1, Vk+1) = (Ei; C, vi) € par subsegiiente de (D, vi) na cadeia;
Cuaso 4. Se Dy € uma expressio de sub-rotina da forma:
Dk =(C4;C2):C
entdo (Dk+1, Vk+1) = (C1: (C2;C), vi)) € par subsequente de (D, Vi) na cadeia;
Caso 5. Se Dy é uma expressao de sub-rotina da forma:
Dk = Ex=(se T entdo Cq sendo Cy);C
entio (Dk+1, Vk+1) ¢ par subseqitente de (D, vk) na cadeia sendo que:
Vk+1 = Vi
Dk+4=C1;C  se ny(vk) = verdadeiro
Di+1=Co;C  sent(vk) = falso
A Computacao é dita Finita ou Infinita, se a cadeia que a define é finita ou
infinita, respectivamente. d
Portanto:
e para um dado valor inicial de meméria, a correspondente cadeia de
computacio é unica, ou seja, a computacao é deterministica (por qué?);
e teste ou referéncia a uma sub-rotina ndo alteram o valor da memoria;
e em uma computacio finita, a expressio ¢ ocorre no ultimo par da cadeia e

nao ocorre em qualquer outro par;
e em uma computa¢io infinita, expressdo alguma da cadela é v
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EXEMPLO 2.11 Computagdo Infinita de Programa Recursivo.

O programa recursivo gq_maquina na Figura 2.14 é um programa para qualquer
maquina. Adicionalmente, para qualquer valor inicial de memoéria, a
correspondente computagdo é sempre infinita e é a cadeia:

(R, VO)(R, VQ)(R, V0)... u

Programa Recursivo gg_maquina
gg_maquina é R onde
R def R

Figura 2.14 Programa recursivo cuja computacao é infinita em qualquer maquina

No texto que segue, para um dado conjunto A, a Fun¢do Identidade em A é
aquela que associa, a cada elemento do conjunto, o préprio elemento, ou seja:

ida: A — A
tal que, para qualquer a € A, tem-se que ida(a) = a.

EXEMPLO 2.12 Computagédo Finita de Programa Recursivo na Mdquina de
Um Registrador.

Considere o programa recursivo duplica na Figura 2.16 para a maquina um_reg
na Figura 2.15. Para o valor inicial de meméria 3, a correspondente computacéo
finita é representada na Figura 2.17. Note-se que o valor final na memoria é o
valor inicial duplicado. Observe-se que, usando a no¢do de recursdo, ndo foi
necessdrio usar duas células de memoria, uma para controlar o ciclo e outra para
calcular o resultado. De fato, a facilidade de recursio é usada para determinar
quantas vezes a operacdo ad necessita ser executada. Esta observagio é
importante adiante, quando ¢ verificado que nem todos os tipos de programas sio
(fortemente) equivalentes. Q

um_reg=(N, N, N, idy, idy, {ad, sub}, {zero})
Eonde:

N corresponde, simultaneamente, aos conjuntos de valores de memoria,
entrada e saida {

idy: N — N é a fun¢do de entrada e de saida

ad: N - N éinterpretacéio tal que, Vn e N, ad(n) = n+1

sub: N — N ¢ interpretacéo tal que, Vne N:
sub(n)=n-1,sen=0; sub(n)=0,sen=0

zero: N — {verdadeiro, falso} é interpretacao tal que, Vn e N:

zero(n) = verdadeiro, se n = 0;  zero(n) = falso, caso contrario

Figura 2.15 Maquina de um registrador
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Programa Recursivo duplica
duplica ¢ R onde
R def (se zero entdo ¢ sendo sub;R;ad;ad)

Figura 2.16 Programa recursivo cuja computacao é finita na maquina de um registrador

R;v,3) valor de entrada armazenado
({se zero ent&do ¥ sendo (sub;R;ad;ad));v,3) caso 3
((sub;R;ad;ad);v, 3) como n # 0, executa sendo
(sub; (R;ad;ad) ; v, 3) caso 4, composigio seqgiiencial
((rR;ad;ad) ; v, 2) subtraiu 1 da memoéria
(R; (ad;ad) ; v, 2) caso 4, composi¢ao seqiiencial
((se zero entdc ¥ sendo (sub;R;ad;ad)); (ad;ad);v, 2) caso 3
((sub;R;ad;ad); (ad;ad) ; v, 2) como n # 0, executa senao
(sub; (R;ad;ad); (ad;ad) ; v, 2) caso 4, composi¢do seqiiencial
((rR;ad;ad) ; (ad;ad) ; v/, 1) subtraiu 1 da meméoria
(R; (ad;ad}); (ad;ad) ;v 1) caso 4, composi¢io seqiiencial
((se zero entdo ¢ sendo(sub;R;ad;ad)); (ad;ad); (ad;ad);v/, 1) caso 3
({sub;R;ad;ad)); (ad;ad); (ad;ad); v, 1) como n # 0, executa sendo
(sub; (R;ad;ad); (ad;ad); (ad;ad) ;v 1) caso 4, composi¢do sequencial
((rR;ad;ad); (ad;ad) ; (ad;ad) ; v, 0) subtraiu 1 da meméria
(R; (ad;ad) ; (ad;ad) ; (ad;ad) ; v, 0) caso 4, composicao seqliencial
({se zero entdo v

sendo (sub;R;ad;ad)); (ad;ad); (ad;ad); (ad;ad); v, 0) caso 3
(v; (ad;ad) ; (ad;ad) ; (ad;ad) ; v, 0) como N = 0, executa entao
((ad;ad); (ad;ad) ; (ad;ad) ; v, 0) caso 1
(ad; (ad; (ad;ad) ; (ad;ad) ;v/), 0) caso 4, composicdo seqiiencial
((ad; (ad;ad) ; (ad;ad) ; v}, 1) adicionou 1 na memoria
(ad; ((ad;ad) ; (ad;ad) ;v), 1) caso 4, composi¢io seqiiencial
(((ad;ad); (ad;ad) ;v), 2) adicionou 1 na memoria
(ad; (ad; (ad;ad) ;v), 2) caso 4, composi¢do segiiencial
((ad; (ad;ad) ;v), 3) adicionou 1 na meméria
(ad; ((ad;ad) ;v"), 3) caso 4, composigdo seqiiencial
(((ad;ad) ;v), 4) adicionou 1 na memoria
(ad; ((ad);v), 4) caso 4, composi¢io seqiiencial
(((ad);v),5) adicionou 1 na meméria
(ad; (v}, 5) caso 4, composi¢do seqiiencial
((v), 6) adicionou 1 na memdéria
(v, 6) fim da recursao

Figura 2.17 Computagéo finita na mdquina de um registrador
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2.3.2 Funcao Computada

Em geral, a computacdo de um programa deve ser associada a uma entrada e
uma saida. Adicionalmente, espera-se que a resposta (saida) seja gerada em um
tempo finito. Estas nogdes induzem a definigao de funcdo computada.

Inicialmente, ¢ tratada a funcdo computada referente aos programas
monoliticos e, a seguir, é apresentada a referente aos programas recursivos. A
funcao computada referente aos programas iterativos é sugerida como exercicio.

A funcao computada por um programa monolitico sobre uma méquina
corresponde a nocao intuitiva, ou seja:

¢ a computacdo inicia na instrucdo identificada pelo rétulo inicial com a
memoria contendo o valor inicial resultante da aplicacdo da funcio de
entrada sobre o dado fornecido;

e executa, passo a passo, testes e operacdes, na ordem determinada pelo
programa, até atingir um rétulo final, quando para,

e o valor da funcdo computada pelo programa é o valor resultante da
aplicagdo da funcéo de saida ao valor da meméria quando da parada.

Definicdo 2.11 Funcao Computada por um Programa Monolitico em
uma Maquina.

Sejam M= (V, X, Y, nix, ny, I1f, [IT) uma mdiquina e P um programa monolitico
para M. A Funcao Computada pelo Programa Monolitico P na Mdquina M
denotada por:

P,M) XY

é uma funcéo parcial definida para x € X se a cadeia:
(s0, Vo) (s1, V1)...(sn, Vn)

é uma computacao finita de P em M, onde o valor inicial da meméria é dado pela
funcéo de entrada, ou seja, vg = nx(x). Neste caso, a imagem de x é dada pela
funcio de saida aplicada ao ultimo valor da meméria na computacao, ou seja:

(P, M)(X) = my(vn) Q

Note-se que, a fun¢io computada por um programa pode ser parcial, ou seja,
néo necessita ser definida para cada valor do dominio.

EXEMPLO 2.13 Fungdo Computada por Programa Monolitico na Mdquina de
Dois Registradores.

Considere o programa monolitico mon_b«a (Figura 2.10) para a méaquina
dois_reg (Figura 2.7). A correspondente funcio computada é a funcdo identidade,
ou seja,

(mon_be«a, dois_reg): N - N

tal que, para qualquer n € N, tem-se que:
{mon_b«a, dois_reg)(n) = n
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Por exemplo, para o valor entrada 3, tem-se que:

e wx(3) =30
® a correspondente computacio é representada na Figura 2.11
e (mon_be«-a, dois_reg)(3) = ny(0,3) =3

Portanto, {(mon_b«-a, dois_reg) é definida para 3 (a fungéo é total?). |

EXEMPLO 2.14 Fung¢do Computada por Programa Monolitico na Mdquina de
Dois Registradores.

Considere o programa monolitico comp_infinita (Figura 2.12) para a mdquina
dois_reg (Figura 2.7). Relativamente & fun¢do computada (comp_infinita,
dois_reg): N — N, para a entrada de valor 3, tem-se que:

e (3 =30
¢ a correspondente computacgio infinita é representada na Figura 2.13

Como a cadeia é mfinita, a funcao computada ndo é definida para o valor de
entrada 3 (para quais valores do dominio é definida?). ]

A func¢do computada por um programa recursivo sobre uma madquina
correspondente é andloga a de um monolitico:

e acomputacdo inicia na expressio inicial com a memoria contendo o valor
inicial resultante da aplicagdo da fungéo de entrada sobre o dado fornecido;

® executa, passo a passo, testes e operacgdes, na ordem determinada pelo
programa, até que a expressao de sub-rotina resultante seja a expressio
vazia, quando para,

e o valor da funcdo computada pelo programa ¢é o valor resultante da
aplicacdo da funcao de saida ao valor da memoéria quando da parada.

Definicido 2.12 Fung¢ao Computada por um Programa Recursivo em
uma Maquina.
Sejam M= (V, X, Y, nx, ny, I, [1I1) uma mAaquina e P um programa recursivo
para M. A Func¢do Computada pelo Programa Recursivo P na Mdquina M
denotada por:
P,M): X =>Y
é uma funcao parcial definida para x € X se a seguinte cadeia é uma computacao
finita de P em M:
(Do, vo)(D1, v1)...(Dn, Vi)

onde:

Do = Eg € expressao inicial de P

vo = nix(x)

En = V

Neste caso, tem-se que:

o

(P. M)(x) = y(vn)
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EXEMPLO 2.15 Fun¢do Computada por Programa Recursivo.

Considere o programa recursivo qq_magquina (Figura 2.14) e uma médquina M =
M, X, Y, nx, my, [g, Il7) qualquer. A correspondente fun¢io computada é:

{qq_maquina, M) X - Y

e é indefinida para qualquer entrada (por qué?), ou seja, é definida para o conjunto

vazio. 1

EXEMPLO 2.16 Fung¢ao Computada por Programa Recursivo na Mdquina de
Um Registrador.

Considere 0 programa recursivo duplica (Figura 2.16) para a mdquina um_reg
(Figura 2.15). A correspondente fun¢éao computada é:

(duplica, um_reg): N - N
e é tal que, para qualquer ne N:

(duplica, um_reg)(n) = 2n a

2.4 Equivaléncias de Programas e Maquinas

Func¢oes computadas permitem introduzir algumas importantes relacdes de
equivaléncias de programas e maquinas como segue:

a) Relacao Equivaléncia Forte de Programas. Um par de programas pertence a
relagdo se as correspondentes fungdes computadas coincidem para qualquer
maquina;

b) Rela¢ao Equivaléncia de Programas em uma Mdquina. Um par de programas
pertence a relacdo se as correspondentes funcoes computadas coincidem
para uma dada maquina;



¢) Relacao Equivaléncia de Mdquinas. Um par de maquina pertence a relagédo se
as maquinas podem se simular mutuamente. A simulacdo de uma mdaquina
por outra pode ser feita usando programas diferentes.

A Relagao Equivaléncia Forte de Programas ¢é especialmente importante pois,
ao agrupar diferentes programas em classes de equivaléncias de programas
cujas funcdes coincidem, fornece subsidios para analisar propriedades de
programas como complexidade estrutural.

Um importante resultado é que, para a Relacao Equivaléncia Forte de
Programas, programas recursivos sdo mais gerais que os monoliticos os quais,
por sua vez, si0 mais gerais que os iterativos.

Para o que segue, o seguinte deve ser considerado:

a) Igualdade de Fungdes Parciais. Duas fung¢des parciais f, g0 X — Y sdo ditas
1guais, ou seja, f = g, se, e somente se, para cada x € X:
e  ouf(x) e g(x) sao indefinidas;

e ou ambas sao definidas e f(x) = g(x);

b) Composi¢cdo Sucessiva de Fungées. Para uma dada funcdao f S — S, a
composicdo sucessiva de f com ela préopria é denotada usando expoente, ou
seja:

fi=f f... f (nvezes)

2.4.1 Equivaléncia Forte de Programas

Definicdo 2.13 Relacido Equivaléncia Forte de Programas,
Programas Equivalentes Fortemente.

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, ndo necessariamente do mesmo tipo.
Entéo o par (P, Q) estd na Relagcdo Equivaléncia Forte de Programas, denotado
por:
P=Q
se, e somente se, para qualquer maquina M, as correspondentes fungdes parciais
computadas sao iguais, ou seja:
P, M)=(Q M)

Neste caso, P e Q sao ditos Programas Equivalentes Fortemente. 0

E facil verificar que a Relacdo Equivaléncia Forte de Programas definida

acima é uma relacdo de equivaléncia e que, portanto, induz uma particao do
conjunto de todos os programas em classes de equivaléncias.
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EXEMPLO 2.17 Programas Equivalentes Fortemente.

Considere os quatro programas na Figura 2.18. Os programas monoliticos P1 e
P2 (acima), o iterativo P3 (meio) e o recursivo e P4 (abaixo) sido todos
equivalentes fortemente.

F
Programa
noliti
parada Mo ;:ltlco 0 ’

f
Programa
Monolitico
P, parada

Programa lterativo P3
enquanto T
faca (F)

Programa Recursivo P4
P4 ¢ R onde
R def (se T entdo F;R senio ¥)

Figura 2.18 Programas equivalentes fortemente

Como ilustragao, no que segue, é verificado que, de fato, os programas monolitico
P1 e o recursivo P4 sdo equivalentes fortemente. O programa P4 reescrito na
forma de instrugdes rotuladas é representado na Figura 2.19.

Programa Monolitico P4
1: se T entdo va_para 2 sendo va_para 3
2: faga F va_para 1

Figura 2.19 Programa monolitico como um conjunto de instrugdes rotuladas

Sejam M = (V, X, Y, 1, ny, IF, IT1) uma mdquina arbitraria e x € X tal que nix(X) =
v. Entéo, se (P1, M) é definida para x, a correspondente computagao é dada pela
cadeia:

(1, V)2, V(1 TE(W)(2, TE(WX(L, E2(W))(2, TE2(V)).. (1, TEN(V)) (3, TEN(V))

supondo que n é o menor natural tal que nT(n"(v)) = falso. Neste caso:
(P1, M)(x) = my(ne"(v))
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Analogamente, se (P4, M) é definida para x, a correspondente computagdo é dada
pela cadeia representada na Figura 2.20 supondo que n é 0 menor natural tal que
nr(ng"(v)) = faiso. Neste caso:

(P4, M)(x) = my(mgn(V))

Portanto, Pq = P4 pois, para qualquer maquina M, tem-se que:
(P1, M) = (P4, M) a

(R, V)

((se T ent&o F;R sendo v),V)
(F:r, V)

(R, mE(V))

((se T entdo F;R sendo ¥), ng(V))
(F:R, nr(V))

(R, mF2(v))

((se T entdo F;R senio ¢), nF2(v)
(Fi R, ne2(v))

(R, (V)
({(se T entdo F;R sendo ¥), ng"(Vv))
(v, (V)

Figura 2.20 Computacio

E importante que se considere a Relagdo Equivaléncia Forte de Programas
por vérias razdes, como, por exemplo:

e permite identificar diferentes programas em uma mesma classe de
equivaléncia, ou seja, identificar diferentes programas cujas funcoes
computadas coincidem, para qualquer médquina;

e as funcdes computadas por programas equivalentes fortemente tém a
propriedade de que os mesmos testes e as mesmas operagdes Sao
efetuados na mesma ordem, independentemente do significado dos
mesmos (por qué néo diferentes testes ou operagdes ou, ainda, diferente
ordem?);

e fornece subsidios para analisar a complexidade estrutural de programas.
Por exemplo, analisando os programas monoliticos equivalentes
fortemente P4 e P> na Figura 2.18, pode-se concluir que P{ ¢
estruturalmente "mais otimizado" que P2, pois contém um teste a menos.

No que segue, séo introduzidos alguns resultados sobre tipos de programas
introduzidos onde, verifica-se que:

® para todo iterativo, existe um monolitico equivalente fortemente;
e para todo monolitico, existe um recursivo equivalente fortemente.
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Programas Recursivos

Programas Monoliticos

Programas Iterativos

N J

Figura 2.21 Hierarquia induzida pela Rela¢do Equivaléncia Forte de Programas

Entretanto, a inversa ndo necessariamente é verdadeira, ou seja, relativamente
a Relacdo Equivaléncia Forte de Programas, programas recursivos sdo mais
gerais que os monoliticos os quais, por sua vez, sao mais gerais que os iterativos,
induzindo uma hierarquia de classes de programas como ilustrado na Figura 2.21,
onde as inclusdes sao préprias.

Teorema 2.14 Equivaléncia Forte de Programas:
Iterativo — Monolitico.

Para qualquer programa iterativo Pj, existe um programa monolitico Py, tal que
P| = Pm

Prova:

Seja P; um programa iterativo qualquer. Seja Py um programa monolitico
indutivamente construido como segue:

a) Para a operacgdo vazia ¢ corresponde o seguinte fluxograma elementar:

— 4 — ou, simplesmente, B

b) Para cada identificador de operacéo F de Pj corresponde o seguinte fluxograma
elementar:

—» |

c¢) Suponha que T é um identificador de teste e que V, W sao programas
iterativos usados na construgdo de P;. Entdo, para cada um dos seguintes
tipos de composicdo é apresentado o correspondente fluxograma de Pm:

¢.1) Composi¢ao Seqiiencial. V; W
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T

c.3) Composicdo Enguanto. enquanto T faca (V)

<

c.4) Composicdo Até. até T faca (V)

Adicionalmente, para cada uma das composigdes acima, dependendo se trata-
se do inicio ou fim do programa iterativo, o correspondente fluxograma deve
ser antecedido ou sucedido dos componentes elementares de partida ou
parada, respectivamente.

A verificagdo que, de fato, Pj = P, é sugerida como exercicio. a
Teorema 2.15 Equivaléncia Forte de Programas:
Monolitico — Recursivo.

Para qualquer programa monolitico P, existe um programa recursivo Py, tal que
Pm = Pr.

Prova:
Seja Pm um programa monolitico qualquer onde L = {r;, r, ..., rn} é 0
correspondente conjunto de rétulos. Suponha, sem perda de generalidade, que, em
Pm, rn € o dnico rétulo final (por qué esta suposicao pode ser feita?). Entdo P, é
um programa recursivo construido a partir de P, e é tal que:

Pr é Ry onde Ry def Eq, Ry def E, ..., R, def ¢
onde, parak € {1, 2, ..., n-1}, Ex é como segue:
a) Operagdo. Se ry é da forma:

rx: faca F vé_para ry'

entéo E é a seguinte expressao de sub-rotinas:
Firy!
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b) Teste. Se ry é da forma:
rx: se T entdo va_para ry' sendo vé_para ry"
entao Eg é a seguinte expressio de sub-rotinas:
(se T entdo Rx' sendo Ry")

A verificacao que, de fato, Py = P € sugerida como exercicio.

L

O seguinte coroldrio é conseqiiéncia direta dos dois teoremas anteriores.

Corolario 2.16 Equivaléncia Forte de Programas:
Iterativo — Recursivo.

Para qualquer programa iterativo Pj, existe um programa recursivo Py, tal qu
Pi=Py. o

Teorema 2.17 Equivaléncia Forte de Programas:
Recursivo -+ Monolitico.

Dado um programa recursivo P qualquer, ndo necessariamente existe um
- b
programa monolitico P, tal que Py = Pp,.

(Por Absurdo).

Para provar é suficiente apresentar um programa recursivo que, para uma
determinada médquina, nao existe programa monolitico equivalente fortemente.

Considere o programa recursivo duplica (Figura 2.16) e a maquina um_reg
(Figura 2.15). A correspondente fun¢ao computada {duplica, um_reg) N - N ¢
tal que, para qualquer n ¢ N:

(duplica, um_reg)(n) = 2n

Suponha que existe um programa monolitico Pjy que computa a mesma funcio,
ou seja, que (P, um_reg): N —» N e:

{duplica, um_reg) = (Pm, um_reg)

Suponha que Py é constituido de k operagoes ad. Suponha n e N tal que n > k.
Entao, para que (Pm, um_reg)(n) = 2n, é necessario que Py, execute n vezes a
operacao ad. Mas, como n > K, entdo pelo menos uma das ocorréncias de ad sera
executada mais de uma vez, ou seja, existe um ciclo em Pp,. Neste caso, o ciclo
sera executado indefinidamente. Lembre-se que:

e para uma funcao computada por dois programas equivalentes fortemente,
0s mesmos testes e as mesmas operacoes sio efetuados na mesma
ordem;

e portanto, o programa monolitico correspondente ndo pode intercalar testes
de controle de fim de ciclo na seqténcia de operagdes ad (no programa
recursivo, as operac¢des ad ndo sdo intercaladas por qualquer outra
operac¢do ou teste).
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Portanto, a computa¢do resultante é infinita e a correspondente funcio nao é
definida para n, o que € um absurdo, pois é suposto que os dois programas sio
equivalentes fortemente.

Logo, nédo existe um programa monolitico equivalente fortemente ao programa
recursivo duplica. u

Para melhor entender o resultado acima, considere o seguinte:

e um programa de qualquer tipo ndo pode ser modificado dinamicamente,
durante uma computacgao;

¢ um programa para ser equivalente fortemente a outro, ndo pode conter ou
usar facilidades adicionais como meméria auxiliar ou operagdes ou testes
extras;

® para que um programa monolitico possa simular uma recursdo sem um
numero finito e predefinido de quantas vezes a recursio pode ocorrer,
seriam necessarias infinitas op¢des de ocorréncias das diversas operacdes
ou testes envolvidos na recursdo em questao;

¢ infinitas op¢des implicam um programa infinito, o que contradiz a defini¢io
de programa monolitico, o qual é constituido por um conjunto finito de
instrugodes rotuladas.

Entretanto, sugere-se como exercicio a andlise do teorema acima para um
caso especial e ilustrativo: um programa recursivo onde a recursao (direta ou
indireta) ocorre somente na ultima componente de uma composigdo seqiiencial.
Note-se que, no contra-exemplo usado na prova, a recursdo de R néo ocorre na
altima componente, como pode ser observado a seguir:

R def (se zero entdo ¢ sendo sub;R;ad;ad)

A prova do teorema que segue é andloga a do teorema acima.

Teorema 2.18 Equivaléncia Forte de Programas:
Monolitico -+ Iterativo.

Dado um programa monolitico Py qualquer, nao necessariamente existe um
programa iterativo Pj, tal que Py = P;.
Prova: (Por Absurdo).

Para provar é suficiente apresentar um programa monolitico que, para uma
determinada mdquina, néo existe programa iterativo equivalente fortemente.

Considere o programa monolitico par na Figura 2.22 e a maquina um_reg

(Figura 2.15) onde a correspondente fun¢io computada (par, um_reg): N — N é
tal que, para qualquer n ¢ N:

{par, um_reg)(n) =1, se n é par;
{par, um_reg)(n) = 0, se n é impar.

Ou seja, retorna o valor 1 sempre que a entrada é par e zero, caso contrario.
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partida }
Y

v f
ad zero sub
Y f
-t zero sub
\4

Figura 2.22 Programa monolitico

Suponha que existe um programa iterativo P; que computa a mesma funcao, ou
seja, que (P;, um_reg): N — N e:
(par, um_reg) = (P;, um_reg)

Suponha que Pj é constituido de k operagdes sub. Suponha n € N tal que n > k.
Entao, é necessario que P; execute n vezes a operacao sub. Mas, como n > Kk,
entao pelo menos uma das ocorréncias de sub serd executada mais de uma vez,
ou seja, existe um ciclo iterativo (do tipo enguanto ou até) em Pj. Em qualquer
caso, o ciclo terminard sempre na mesma condicdo, independentemente se o
valor for par ou impar. Portanto, a computacdo resultante é incapaz de distinguir
entre os dois casos, o que é um absurdo, pois é suposto que os dois programas sdo
equivalentes fortemente.

Logo, ndo existe um programa iterativo equivalente fortemente ao programa
monolitico par. |

Observacao 2.19 Poder Computacional dos Diversos Tipos de
Programas.

Os teoremas acima podem dar a falsa impressdo de que o poder computacional
da classe dos programas recursivos é maior que a dos monoliticos que, por sua
vez, é maior que a dos iterativos. E importante destacar que consideram a
Relacao Equivaléncia Forte de Programas onde, para qualquer madquina, as
correspondentes fun¢oes computadas devem coincidir. Entretanto, é importante
constatar que as trés classes de formalismos possuem o mesmo poder
computacional, ou seja:

e para qualquer programa recursivo (respectivamente, monolitico) e para
qualquer mdquina, existe um programa monolitico (respectivamente,
iterativo) e existe uma maquina tal que as correspondentes funcoes
computadas coincidem.

Ou seja, para efeito de andlise de poder computacional (tratada em capitulos
subsequentes), pode-se considerar mdquinas distintas para programas distintos
e ndo necessariamente existe uma relac¢do entre as operacoes e testes (e a ordem
de execucdo) dos programas. a
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2.4.2 Equivaléncia de Programas

Eventualmente, pode ser desejado analisar a equivaléncia de programas em
uma dada maquina, caracterizando uma nogao de equivaléncia mais fraca que a
apresentada até o momento.

Definicao 2.20 Relacao Equivaléncia de Programas em uma Maquina.

Sejam P e Q dois programas arbitrdrios, ndo necessariamente do mesmo tipo e
uma maquina M qualquer. Entao o par (P, Q) estd na Rela¢do Equivaléncia de
Programas na Mdquina M, denotado por:

P=mQ

se, e somente se, as correspondentes fungdes parciais computadas sdo iguais, ou
seja:

(P, M)y=(Q M)
Neste caso, P e Q sao ditos Programas Equivalentes na Mdquina M, ou
simplesmente Programas M-Equivalentes. a

Existem maquinas nas quais nao se pode provar a existéncia de um algoritmo
para determinar se, dados dois programas, eles sdo ou ndo M-equivalentes. De
fato, existem mdquinas muito simples para as quais prova-se, este problema é
néo-soluciondvel. Este tdpico serd detalhado em outro capitulo.

2.4.3 Equivaléncia de Maquinas

Analogamente as equivaléncias de programas, pode-se estabelecer nogdes de
equivaléncia de mdquinas. Afirma-se que duas madquinas sio equivalentes se
uma pode simular a outra e vice-versa. Inicialmente é introduzido o conceito de
simula¢ao de mdquinas.

Definicao 2.21 Simulacao Forte de Maquinas.

Sejam M = (Vim, X, Y, iy, Ty ey, T e N= (VL XY, tx, vy, TTEy, T7y) duas
maquinas arbitrarias. N Simula Fortemente M se, e somente se, para qualquer
programa P para M, existe um programa Q para N tais que as correspondentes
funcodes parciais computadas coincidem, ou seja:

(P. M) =(Q,N) a

Portanto, a simulacao forte de uma madquina por outra pode ser feita usando
programas diferentes. De fato, esta é a nog¢do intuitiva de simulagdo de
maquinas.

E importante observar que a igualdade de fungdes exige que os conjuntos de
dominio e contradominio sejam iguais. Portanto, é necessarios que as duas
maquinas possuam os mesmos conjuntos de valores de entrada e saida (observe
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em detalhes na definicio acima). Eventualmente, este fato pode ser um incémodo
quando deseja-se comparar maquinas que determinam diferentes computagoes
de entrada e saida, mas que estao relacionadas proximamente. Pode-se contornar
esta dificuldade tornando menos restritiva a definicdo de simulacio através da
nocao de codificacoes.

Definicao 2.22 Simulacao de Maquinas.

Sejam M = (Vm, XM, YM, X, Tyws FEm, HT,V;_) e N = (VN, XN, YN, Tixn, oy, TRy, TITR)
duas madquinas arbitrarias. N Simula M se, e somente se, para qualquer
programa P para M, existe um programa Q para N e existem:
Funcéao de Codificagio
C: XM — XN
Fung¢ao de Decodificagdo
dYN—YM
tais que:
P, My=d (Q,N) ¢

Ll

Definicao 2.23 Relacao Equivaléncia de Maquinas.

Sejam M e N duas mdquinas arbitrarias. Entao o par (M, N) estd na Relagdo
Equivaléncia de Mdquina, se, e somente se:

MsimulaN e NsimulaM g

2.5 Verificacao da Equivaléncia Forte de
Programas

Nesta se¢do, sao descritas formas de se determinar se dois programas, sob
determinadas condi¢oes, sao ou ndo equivalentes fortemente. Uma vez que
programas iterativos e monoliticos podem ser transformados em programas
recursivos equivalentes fortemente, uma resposta satisfatoria a essa questdo
poderia ser a obtencdo de um método geral, aplicavel a qualquer par de
programas recursivos P e Q, o qual decidiria, em um numero finito de passos, se
P =Q. Porém, como afirmado anteriormente, até o momento, ndo é conhecido se o
problema da equivaléncia forte de programas recursivos € soluciondvel.

Na falta de um algoritmo genérico para programas recursivos, procura-se
métodos para verificar a equivaléncia forte de classes mais simples de
programas. De fato, mostra-se que existe um algoritmo para decidir a
equivaléncia forte entre programas monoliticos. E, como todo o programa
iterativo possul um programa monolitico equivalente fortemente, o mesmo pode
ser afirmado para programas iterativos.

A verificacido de que dois programas monoliticos sao equivalentes fortemente
usa os seguintes conceitos:



a) Mdquina de Tracos. Produz um rastro ou histérico (denominado traco) da
ocorréncia das operacdes do programa. Neste contexto, dois programas sao
equivalentes fortemente se sio equivalentes em qualquer maquina de tragos.

b) Programa Monolitico com Instrucdes Rotuladas Compostas. Instrucdes
rotuladas compostas constituem uma forma alternativa de definir programas
monoliticos. Basicamente, uma instrugao rotulada composta é um teste da
seguinte forma (compare com a instrucdo rotulada de teste):

r1: se T entdo faca F va_para r; sendo faca G vé_para r3

De fato, usando mdquinas de tracos, é facil verificar que, para um dado
fluxograma é possivel construir um programa equivalente fortemente usando
instrucdes rotuladas compostas. Instrugbes rotuladas compostas induzem a
nocio de rétulos equivalentes fortemente a qual é usada para determinar se dois
programas sdo ou ndo equivalentes fortemente.

2.5.1 Maquina de Tracos

Uma madquina de tracos niio executa as operagdes propriamente ditas, mas
apenas produz um historico ou rastro da ocorréncia destas, denominado de trago.
Portanto, para computagdes finitas, um traco ¢ uma palavra sobre um alfabeto
de identificadores de operacgoes. Essas maquinas sdo de grande importancia para
o estudo da equivaléncia de programas pois, como serd verificado adiante, se dois
programas sdo equivalentes em qualquer mdquina de tragos, entdo sao
equivalentes fortemente. A nogdo de traco também é importante no estudo dos
modelos de concorréncia e da semantica formal, os quais néo sao objetivos desta

publicagio. Uma boa referéncia sobre estes e outros aspectos referentes a nogao
de traco é [WIN95].
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Definicao 2.24 Maquina de Tracos.
Uma Mdquina de Tragos é uma maquina:

M = (Op*, Op*, Op*, idop*, idop*, IF, I1r)
onde:

Op* conjunto de palavras de operagies onde Op = {F G, ...} o qual
corresponde, simultaneamente, aos conjuntos de valores de memoria,
entrada e saida;

idop* fungdo identidade em Op* a qual corresponde, simultaneamente, as
funcoes de entrada e saida;

[Tr  conjunto de interpretagdes de operagdes onde, para cada identificador de
operagdo F de Op, a interpretagac np: Op* — Op™ é tal que, para
qualquer w e Op*, ng(w) resulta na concatenac¢do do identificador F a
direita de w, ou seja:

nE(w) = wF
Iy conjunto de interpretagées de testes tal que, para cada identificador de
teste T:

nr: Op* — {verdadeiro, falso} é funcio de I1T a

Portanto, o efeito de cada operacio interpretada por uma mdquina de tragos é
simplesmente o de acrescentar o identificador da operacdo a direita do valor atual
da memédria. O valor de saida da fun¢ao computada consiste em um histérico das
operagdes execuladas durante a computacdo. Em suma, para definir uma
maquina de tragos, precisa-se apenas especificar as interpretacoes dos testes,
pois as operagdes sao predeterminadas.

Definicéo 2.25 Funcao Induzida por um Traco em uma Maquina.
Sejam M = (V, X, Y, nix, my, I1f, T17) uma mdquina, Op = {F, G, H, ...} o conjunto de
operacoes interpretadas em g e w = FG...H um traco possivel de M, ou scja, w €
Op*. A Fungdo Induzida pelo Trago W na Mdquina M, denotada por:
w M X—>V
¢ a funcao (total):
w,Ml=nH ... =g mF 7x

A fungéo [w, M] aplicada a uma entrada x € X é denotada como segue:

wx, Ml=ny ... ng nF mx(X) |

Portanto, a funcao induzida por um trago nada mais é do que a funcdo
resultante da composicdo das interpretacdes das diversas operacgoes que
constituem o traco. Note-se que a composicdo de funcdes é notada em ordem
inversa da concatenacao de simbolos no traco.
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Teorema 2.26 Equivaléncia Forte de Programas <>
Equivaléncia de Programas em Maquinas de Tracos.

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, nao necessariamente do mesmo tipo.
Entao:
P = Q se, e somente se, para qualquer maquina de tracos M, P = Q

Prova:
(—) E imediata, a partir da defini¢ao de equivaléncia (por qué?).

(<) A prova que segue é por absurdo e é para programas do tipo monolitico.
Para os demais casos, a prova é similar e é sugerida como exercicio.

Sejam P e Q programas monoliticos equivalentes em qualquer mdquina de
tracos. Suponha que P e Q nédo sdo equivalentes fortemente. Entao existe uma
méaquina N =(V, X| Y, nxy. vy, [Fy, M1y onde Op = {F, G, H, ...} é o conjunto de
operagoes interpretadas em T1f, tal que (P, N) = (Q, N). Entéo:

e gseja X € X uma entrada tal que (P, N)(x) # (Q, N)(x);
® seja M= (Op* Op* Op* idop-, idop*. [TFy. M1y) uma Maquina e Tragos tal
que, para cada traco w € Op™* e para cada teste Ty € [Ty
Tm(w) = Tn(wy, N])

onde {wy, N] é a fun¢do induzida pelo trago w na maquina N, aplicada a entrada x.
Portanto, o teste de um histérico (trago) em M, é o correspondente teste em N,
aplicado sobre o resultado da efetiva aplicagdo das funcdes que constituem o
histérico. Lembre-se que, para definir uma mdaquina de tracos, precisa-se apenas
especificar as interpretagoes dos testes, pois as operac¢oes sdo predeterminadas.
Portanto, M estd completamente definida. Por simplicidade, no texto que segue a
entrada x é omitida em Tn([wy, N]) ou seja:
TN(wx, N})  é abreviado por  Tn([w, N])

Para qualquer programa monolitico R, para qualquer entrada x € X, tem-se que:

(R, M) resulta em um traco (M é uma mdquina de tragos)
(R, M)(&), N] ¢ a funcgao induzida por (R, M)(¢) em N para a entrada x

Neste contexto, prova-se que:
(R, N)(x) = vy (R, M)(e), N]

Assim, considerando-se que (P, N)(x) = (Q, N)(x), tem-se que:
(P, N)(x) # (Q, N)(x) =
= myy [P, M)(e), Nl = nyy [Q, M)(e), N] = Tyy € funcao
= [(P, M)g), N] = {Q, M)(g), N] = (por qué?)
= (P, Mj(g) =(Q, M)(¢)

o que é um absurdo, pois fol suposto que os programas monoliticos P e Q sao
programas equivalentes em qualquer maquina de tragos. Portanto, é absurdo
supor que P e Q ndo sdo equivalentes fortemente.

Logo, P e Q sdo equivalentes fortemente.
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A prova que, de fato, para qualquer programa monolitico R = (I, ry), para
qualquer entrada x € X, tem-se que (R, N)x) = nyy [R, M), N] é por indugao
numero de pares que constituem as computacoes. No que segue, (rg, W) e (mg, Wi)
representam pares das computagdes de (R, N) e myy R, M)}e, N
respectivamente.
a) Base de Indug¢do. Suponha n = 0. Entao:
rg=mg
Vo = xn(X) = [e, N] = [wo, N]
b) Hipdétese de Indug¢do. Suponha que, para algum n > 0 fixo, tem-se que:
n = Mp
Vn = [wn, N]
¢) Passo de Indugdo. Existem dois casos possiveis:
c.1) Operacdo. r: faca F va_para r’
Tk+] T Mg+l =7
Vi1 = TE(Vi) = ey (Wi, ND = [wiF, NT = [wiaq, N
c.2) Teste.r: se T entdo vd_para r' sendo va_para r”
Tiv1 = myg.1 pois Tmwi) = TN([wk, NI} = Tn(vk)
ket = Wk = Wi, NI = [wie 1, N]
Portanto, (R, N)(x) = nyy KR, M)(g), N]

L

A justificativa do seguinte corolario é sugerida como exercicio:

Corolario 2.27 Equivaléncia Forte de Programas <—»
Equivaléncia de Programas em Maquinas de Tracos.

Sejam P e Q dois programas arbitrarios, ndo necessariamente do mesmo tipo.
Entao:
P = Q se, e somente se, para qualquer maquina de tracos M, (P, M)(g) = (Q, M)(¢)

-
2.5.2 Instrucdes Rotuladas Compostas

A verifica¢do da equivaléncia forte de dois programas monoliticos pode ser
mais facilmente realizada usando uma forma equivalente (fortemente) de
representacao baseada em conjuntos de instrugoes rotuladas compostas.

Instrugdes rotuladas compostas possuem somente uma unica forma, ao
contrario das instrucdes rotuladas as quais podem ser de duas formas: operacao
ou teste. De fato, uma instrucgio rotulada composta combina ambas em uma
Unica forma.
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Definicdo 2.28 Instruc¢io Rotulada Composta.

Uma Instrucdo Rotulada Composta é uma seqiiéncia de simbolos da seguinte
forma (suponha que F e G sao identificadores de operacio e que T é um
identificador de teste):

r1: se T entdo fagca F vé&_para r; sendo faca G vé_para r3
Adicionalmente:

® ;e r3saoditos rétulos sucessores de r
® 1, édito rétulo antecessor de ro e r3

I

Definicao 2.29 Programa Monolitico com Instrucées Rotuladas
Compostas.

Um Programa Monolitico com Instrugbes Rotuladas Compostas P é um par
ordenado
P=(1,r)
onde:
I Conjunto de Instrugées Rotuladas Compostas o qual é finito;
r  Rétulo Inicial o qual distingue a instrucio rotulada inicial em I.

Adicionalmente, relativamente ao conjunto I tem-se que:

® ndio existem duas instrugdes diferentes com um mesmo rétulo;
® um rétulo referenciado por alguma instrugdo o qual ndo é associado a
qualquer instrucao rotulada é dito um Rétulo Final. a

Para simplificar o entendimento da determinagio da equivaléncia forte de
programas monoliticos, no que segue, é considerado somente o caso particular em
que os programas possuem um dnico identificador de teste, denotado por T, como
o representado na Figura 2.23. O caso geral (mais de um identificador de teste)
pode ser facilmente estendido.

Considerando um unico identificador de teste, uma instrucdo rotulada
composta da forma:

ri: se T entdo faca F va_para r; sendo faca G véd_para rs3
pode ser abreviada simplesmente por:
ri: (F,r2), (G r3)

A seguir, é apresentado um algoritmo para traduzir fluxogramas em
instrugbes rotulas compostas. Para um melhor entendimento, sugere-se
intercalar a leitura do algoritmo com o exemplo que o segue.
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Definicao 2.30 Algoritmo: Fluxograma —> Rotuladas Compostas.

Os componentes elementares de partida, parada e operagdo de um fluxograma
sdo genericamente denominados de Ndé. O Algoritmo para Traduzir um
Fluxograma P para um Programa Monolitico P' Constituido por Instrugoes
Rotuladas Compostas é como segue:

a) Rotulagdao de Nos. Rotula-se cada né do fluxograma. Suponha, sem perda de

generalidade, que existe um uUnico componente elementar de parada, ao qual é
associado o identificador ¢ (palavra vazia). O rétulo correspondente ao né
partida é o Rotulo Inicial do programa P';

b) Instrucoes Rotuladas Compostas. A constru¢do de uma instrucdo rotulada
composta parte do né partida e segue o caminho do fluxograma. Dependendo
do préximo componente elementar, tem-se que:

b.1)

b.2)

b.3)

b.4}

Teste. Para um teste como na Figura 2.23, a correspondente instrucao
rotulada composta é como segue:

ri: (F,r2), (G r3)
Opera¢ao. Para uma operagdo como na Figura 2.23, a correspondente
instrucao rotulada composta é como segue:

ri: (F,r2), (F, r2)
Parada. Para uma parada da forma como na Figura 223, a
correspondente instrucao rotulada composta é como segue:

r: (parada, g), (parada, €)
Testes Encadeados. No caso de testes encadeados como na Figura 2.23,
segue-se o fluxo até que seja encontrado um no, resultando na seguinte
instrugdo rotulada composta:

ri: (F r2), (G r3)

Analogamente para encadeamentos sucessivos de testes. Note-se que
a ocorréncia da operacdo H é impossivel, pois, como € suposto que
existe somente um identificador de teste, equivale a afirmar que T é
uma contradi¢do, ou seja, é simultaneamente verdadeira e falsa;

Testes Encadeados em Ciclo Infinito. Para um ciclo infinito determinado
por testes encadeados como na Figura 2.23, a correspondente
instrugdo rotulada composta é como segue:

ri: (F, r3), (ciclo, w)
Neste caso, deve ser incluida, adicionalmente, uma instrucao rotulada
composta correspondente ao ciclo infinito, ou seja:

w: (ciclo, ), (ciclo, w) a

No texto que segue, a rotulacdo dos nés de um fluxograma usa numeros
naturais, fixando o nimero 1 para o né de partida.
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Teste Tl
v f
rs F G 3
ry
‘ 1 Testes
Encadeados
ro F
- v
Operagao r2 F
f
r v f
¢ ry H G 3
e
Parada
Testes
Encadeados
em Ciclos
Infinitos
ro F

Figura 2.23 Instrugdes rotuladas compostas

EXEMPLO 2.18 Algoritmo: Fluxograma Rotuladas Compostas.

Considere o programa monolitico especificado na forma de fluxograma na Figura
2.24 cujos nés jd estdo rotulados. O correspondente programa com instrucdes

rotuladas compostas é representado na Figura 2.25, supondo que 1 é o rétulo
inicial. Note-se que:
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o rotulo 2 ¢ sucessor dele mesmo. O mesmo ocorre com os rétulos 4, 7 e w;

existem dois caminhos no fluxograma que atingem né parada. Entretanto,
somente um ¢ representado no conjunto de instrugdes rotuladas
compostas. O segundo caminho é impossivel, pois trata-se de uma
contradicao de T;

na instrucéo rotulada por 7, ocorre um ciclo infinito (compare com o caso
de ciclo infinito determinado por testes encadeados como na instrucio
rotulada por o). a

g N o vk W N

e

Figura 2.24 Fluxograma com os nés rotulados

(
(
(
(
( 6),
(parada g), (G, 7)
(G, 7y, (G, 7)

(ciclo, ), (ciclo, o)

Figura 2.25 Conjunto de instrug¢des rotuladas compostas
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Relativamente aos programas especificados usando instruc¢bes rotuladas
compostas, as nogdes de computacao e funcgdo computada sdo andlogas as dos
programas monoliticos.

A seguir, verifica-se que, de fato, um fluxograma e o seu correspondente
programa com instrugoes rotuladas compostas sao equivalentes fortemente,
excetuando-se para computacoes finitas, devido ao né de parada.

Lema2.31 Equivaléncia Forte: Fluxograma —» Rotuladas Compostas.

Sejam P é um programa monolitico especificado na forma de fluxograma e P' =
(I, 1) o seu correspondente programa construido usando o algoritmo de tradugao
de fluxograma para instrugdes rotuladas compostas, supondo o rétulo 1
associado ao nd de partida. Entao, para qualquer mdquina de tracos M, tem-se
que:

(P, M)(e) = (P', M)e)
Prova: A prova é trivial (por qué?). Lembre-se que:

¢ uma mdquina de tragos simplesmente concatena identificadores de
operacoes;

e apalavravazia g, correspondente ao rétulo de parada, é o elemento neutro
da operacgao de concatenacgao;

¢ o identificador ciclo ocorre somente em computacgdes infinitas, quando as
correspondentes funcoes computadas sao indefinidas. a

2.5.3 Equivaléncia Forte de Programas Monoliticos

Para introduzir a equivaléncia forte de programas monoliticos é necessario,
antes, apresentar o conceito de unido disjunta. A unido disjunta de conjuntos
garante que todos os elementos dos conjuntos componentes constituem o
conjunto resultante, mesmo que possuam a mesma identificacdo. Neste caso,
considera-se que os elementos sdo distintos, mesmo que possuam a mesma
identificagdo. Por exemplo, para os conjuntos A = {a, x} e B = {b, x}, o conjunto
resultante da uniao disjunta é:

{aa, xa, bg, xB}

No exemplo, o indice é usado para assegurar que as identificacoes dos elementos
sdo distintas. Por simplicidade, quando a identificagdo for unica, o indice pode ser
omitido. Assim, conjunto resultante do exemplo acima fica como segue:

{a xa b, xg}
A verificagdo da equivaléncia forte de programas monoliticos é baseada no

seguinte corolario sobre uniao disjunta o qual é decorréncia direta do l.ema 2.31 -
Equivaléncia Forte: Fluxograma — Rotuladas Compostas.
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Corolario 2.32 Eqguivaléncia Forte: Unidao Disjunta.

Sejam Q = (Ig, g) e R = (Iy, r) dois programa monoliticos especificados usando

instrugoes rotuladas compostas e sejam Py = (I, o) e P; = (I, r) programas

monoliticos onde T é o conjunto resultante da unido disjunta de I e Tg. Entdo:
Pq=Prse, e somente se, Q=R |

Assim, o algoritmo para verificagio da equivaléncia forte de Q e R resume-se
a verificagdo se Pq e Pr sao equivalentes fortemente. Entretanto, para
desenvolver o algoritmo, é necessario considerar:

® cadeia de conjunto: seqiéncia de conjuntos ordenada pela relacio de
inclusio;

® programa monolitico simplificado: instrugdes rotuladas compostas que
determinam ciclos infinitos sdo excluidas (excetuando-se a instrucio
rotulada por o, se existir);

® rdtulos equivalentes fortemente: o algoritmo de verificacio se Pq e Pr sao
equivalentes fortemente baseia-se em rétulos consistentes.

Definicao 2.33 Cadeia de Conjuntos, Cadeia Finita de Conjuntos,
Limite de uma Cadeia Finita de Conjuntos.

Uma sequéncia de conjuntos AgA1... é dita:

a) Uma Cadeia de Conjuntos se, para qualquer k > 0,
Ak < A+
b) Uma Cadeia Finita de Conjuntos é uma cadeia de conjuntos onde existe n,
para todo k > 0, tal que:
An = Antk
Neste caso, define-se o Limite da Cadeta Finita de Conjuntos como segue:
limAg = A a

A lema a seguir fornece um algoritmo para determinar se existem ciclos
infinitos em um conjunto de instrugdes rotuladas compostas. A idéia bdsica é
partir da instrucdo parada, rotulada por €, determinando os seus antecessores.
Por exclusao, uma instrugéo que nao é antecessora da parada determina um ciclo
infinito. As provas dos lemas e teorema que seguem sio omitidas e podem ser
encontradas em [BIR76].

Lema 2.34 Identificagdo de Ciclos Infinitos em Programa Monolitico.

Seja I é um conjunto de n instrucgées rotuladas compostas. Seja AgAj... uma
seqliéncia de conjuntos de rétulos indutivamente definida como segue:

Ao ={e}
A1 = Acu {r | r é rétulo de instrucdo antecessora de alguma instrucgio
rotulada por Ax}

Entao AgAq... é uma cadeia finita de conjuntos e, para qualquer rétulo r de
instrucao de I, tem-se que
(I,x)=(I,w) se,esomentese, r¢& limAg a



‘omputabilidade

O lema acima proporciona uma maneira fdcil de determinar se algum rétulo
caracteriza ciclos infinitos.

EXEMPLO 2.19 Identifica¢ao de Ciclos Infinitos em Programa Monolitico.

Considere o conjunto I de instrucgdes rotuladas compostas representado na
Figura 2.25. A correspondente cadeia finita de conjuntos é como segue:

Ao ={¢}

Ar={6, ¢}

Ar={5, 6, €}

A3={3, 4, 5, 6, €}

As={1, 2, 3, 4, 5, 6, €}

As={1, 2, 3, 4, 5, 6, €}
Logo:

IimAc={1, 2, 3, 4, 5, 6, ¢}
(I, 7) =(I, ), pois 7 g lim Ag a

Portanto, pode-se simplificar um conjunto de instrugées rotuladas compostas
eliminando qualquer instrugéo de rétulo r # o que determine um ciclo infinito.

Defini¢csao 2.35 Algoritmo de Simplificacao de Ciclos Infinitos.

Seja I um conjunto finito de instrugdes rotulas compostas. O Algoritmo de
Simplificagdo de Ciclos Infinitos é como segue:

a) Determina-se a correspondente cadeia finita de conjuntos AgAq... como no
lema acima;
b) Para qualquer rétulo r de instrugdo de T tal que r ¢ lim Ak, tem-se que:
¢ ainstrucdo rotulada por r é excluida
® toda referéncia a pares da forma (F, r) em I é substituida por (ciclo, w)
e 1=1u{w: (ciclo,w), (ciclo, w)} o

EXEMPLO 2.20 Simplificacao de Ciclos Infinitos em Programa Monolitico.

Considere conjunto de instrugoes rotuladas compostas representado na Figura
2.25 o qual corresponde ao fluxograma representado na Figura 2.24. O
correspondente conjunto de instrugoes rotuladas compostas simplificadas é

representado na Figura 2.26. |

1: (G, 2y, (F, 3y

2 (G, 2y, (F, 3y

3: (F, 4y, (G, 5

4: (F, 4y, (G, 5)

5: (F, 6), (ciclo, w)

6: (parada, €), (ciclo, o)

w: (ciclo, ®), (ciclo, )

Figura 2.26 Conjunto de instrugées rotuladas compostas e simplificadas
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Lema 2.36 Rétulos Consistentes.

Seja I um conjunto finito de instrugdes rotuladas compostas e simplificadas.
Sejam r e s dois rétulos de instrucdes de I, ambos diferentes de €. Suponha que
as instrugoes rotuladas por r e s sdo da seguinte forma, respectivamente:

r: (F1., r1), (F2, r2)
s: (G1, s1), (Gg, s2)

Entéo, r e s sdo rétulos consistentes se, e somente se:

F1=Gy e Fo=G2

]

O lema acima induz a seguinte definicio.
Defini¢ao 2.37 Rétulos Equivalentes Fortemente.

Seja I um conjunto finito de instrugdes rotuladas compostas e simplificadas.
Sejam r e s dois rétulos de instrugdes de I. Entdo, r e s sdo Rétulos Equivalentes
Fortemente se, e somente, se:

® our=s=g
® our e s sdo ambos diferentes de ¢ e consistentes. Q

Teorema 2.38 Determinacio de Rétulos Equivalentes Fortemente.

Seja I um conjunto de n instrugdes compostas e simplificadas. Sejam r e s dois
rétulos de instrugdes de I. Define-se, indutivamente, a seqiiéncia de conjuntos
BoB1... como segue:
Bo={(r s)}
Bkt1 = {(xr”, s”)Ir” e s” sdo rétulos sucessores de r' e s’,
respectivamente, (r', s’) € Bge (r”,s") ¢ Bj,ie {0,1,..., K} }

Entao BgB1... é uma segiiéncia de conjuntos que converge para o conjunto vazio
e r, s sdo rétulos equivalentes fortemente se, e somente se, qualquer par de B é
constituido por rétulos consistentes. a

O seguinte algoritmo é induzido pelo teorema acima bem como pelo Caroldrio
2.32 - Equivaléncia Forte: Uniao Disjunta.

Defini¢ao 2.39 Algoritmo de Equivaléncia Forte de Programas
Monoliticos.

Sejam Q = (Ig, g) e R = (I, r) dois programas monoliticos especificados usando
instrugdes rotuladas compostas e simplificados. O Algoritmo de Equivaléncia
Forte de Programas Monoliticos Q e R é como determinado pelos seguintes
passos:

Passo 1. Sejam Pq = (I, ) e Py = (I, r) programas monoliticos onde I é o conjunto
resultante da uniéo disjunta de I e I, excetuando-se a instru¢io rotulada o,
se existir, a qual ocorre, no maximo, uma vez em I. Lembre-se que Pq = Py se,
e somente se, Q =R,
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Passo 2. Se g e r sdo rétulos equivalentes fortemente, entao Bg = {(q, r)}. Caso
contrario, Q e R ndo sdo equivalentes fortemente e o algoritmo termina;

Passo 3. Para k 2 0, define-se o conjunto Bg+1, contendo somente os pares (g*, r")
de rétulos sucessores de cada (q', r') € By, tais que:
e g #r
e o' er'sao ambos diferentes de ¢
® 0s pares sucessores (g", r") nao sdo elementos de Bg, B1, ..., Bk

Passo 4. Dependendo de Bg+1, tem-se que:
a)  Byx+1 = Qe R sdo equivalentes fortemente e o algoritmo termina;
b)  Bk+1 = & se todos os pares de rétulos de Bg+1 sdo equivalentes
fortemente, entao va para o Passo 3; caso contrario, Q e R ndo sdo
equivalentes fortemente e o algoritmo termina. A

Note-se que, no algoritmo acima, a construcao dos conjuntos referida no
Teorema 2.38 - Determinacao de Rotulos Equivalentes Fortemente é implicita.

EXEMPLO 2.21 Algoritmo de Equivaléncia Forte de Programas Monoliticos.

Considere os programas monoliticos Q e R especificados na forma de fluxograma
representados nas Figura 2.24 e Figura 2.27, respectivamente. Relativamente
aos pré-requisitos do algoritmo, tem-se que:

Figura 2.27 Fluxograma

a) A especificacdo do programa Q usando instrugées rotuladas compostas, ja
simplificado, é representado na Figura 2.26.

b) Em relacao ao programa R, tem-se que:
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b.1) Conjunto de instrugoes rotuladas compostas.

8: (G, 9y, (F, 10)
9: (G, 9y, (F, 10}
10: (F, 10y, (G, 11)
11: (F, 12y, (F, 13)
12: (parada, ¢), (F, 13)
13: (F, 13), (F, 13)

b.2) Identificacao de ciclos infinitos.
Ao ={e}
Ar={12, ¢}
Ap={11, 12, ¢}
Az={10, 11, 12, &}
Ag={8, 9, 10, 11, 12, €}
As={s8, 9, 10, 11, 12, €}
Portanto:
limAx={8, 9, 10, 11, 12, €}
(Ig, 13) = (I, w), pois 13 & lim A
b.3) Simplificacdo de ciclos infinitos.

: (G, 99, (F, 10)
9: (G, 9y, (F, 10)
10: (F, 10y, (G, 11)
11: (F, 12), (ciclo, o)
12: (parada, g), (ciclo, ®)
w: (ciclo, ®), (ciclo, ®)

Relativamente a aplicagao do algoritmo, tem-se que:

Passo 1. Seja T a unido disjunta dos conjuntos Ig e Ig, excetuando-se a instrucao
rotulada ®, como segue:

(

(

(

(

( ciclo, o)
(parada, &), (ciclo, o)
(G, 9), (F, 10y

(G, 9, (F, 10}

(F, 10), (G, 11)

(F, 12), (ciclo, o)
{parada, g), ({(ciclo, ®)
(ciclo, ®), (ciclo, ®)

o 0 00 oY Ul W DB
e R L L P

€5
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Para verificar se Q = R é suficiente verificar se (I, 1) = (I, 8).

Passo 2. Como 1 e 8 sdo rotulos equivalentes fortemente, entéo:
Bo={(1,8)}

Passos 3 e 4. Para k 2 0, construgéo de Bys1 é como segue:

By ={(2,9), (3, 10)} pares de rétulos equivalentes fortemente
Bz ={(4, 10), (5, 11)} pares de rétulos equivalentes fortemente
Bz ={(6, 12), (0, o) } pares de rétulos equivalentes fortemente
Bs={(e €} pares de rétulos equivalentes fortemente
Bs=0

Logo (I, 1) = (1, 8) e, portanto, Q=R a

EXEMPLO 2.22 Algoritmo de Equivaléncia Forte de Programas Monoliticos.

Foi afirmado anteriormente que os programas monoliticos (fluxogramas)
representados na Figura 2.18, reproduzidos novamente na Figura 2.28 com os
nés rotulados, sdo equivalentes fortemente. De fato, relativamente aos pré-

requisitos do algoritmo, tem-se que:
=)

2
F
Programa
Monolitico
parada € P,

Programa
Monolitico

Figura 2.28 Fluxogramas equivalentes fortemente
a) A especificagdo de P1 usando instrugdes rotuladas compostas (e ja
simplificado) é como segue:

1: (F, 2), (parada, ¢)
2: (F, 2y, (parada, )

b) A especificacao de P2 usando instrugdes rotuladas compostas (e j4
simplificado) é como segue:

3: (F, 4), (parada, )
2: (F, 4), (parada, )
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Portanto, os correspondentes conjuntos de instrugdes rotuladas compostas séo
iguais, a menos dos rétulos.

Relativamente a aplicacao do algoritmo, é facil de verificar que (1, 1) = (I, 3).
Logo, também como afirmado anteriormente, a relacio equivalente fortemente
fornece subsidios para analisar a complexidade estrutural de programas. No
caso, P1 é estruturalmente “mais otimizado” que Pj. a

2.6 Conclusao

Neste capitulo, sdo introduzidos os conceitos de programa e maquina os quais
sao usados para construir as defini¢oes de computacao e fungio computada. Em
particular, estuda-se trés tipos de programas: monolitico, iterativo e recursivo.

Baseadas em funcido computada as seguintes nogdoes de equivaléncia de
programas e mdquinas sao apresentadas: programas equivalentes fortemente,
programas equivalentes (em uma mdquina) e maquinas equivalentes.

A relagao programas equivalentes fortemente induz uma hierarquia de tipos
de programa: recursivos sio mais gerais que os monoliticos os quais, por sua vez,
sdo mais gerails que os iterativos. Adicionalmente, mostra-se a existéncia de um
algoritmo para verificar se programas monoliticos (ou iterativos) sao
equivalentes fortemente. Entretanto, até o momento, ndo é conhecido se existe
um algoritmo andlogo para programas recursivos.

No proximo capitulo, é visto o conceito de mdquina universal, a
caracterizagdo do que é computdavel e a correspondéncia entre os diferentes
formalismos de mdquinas e computagoes.

A relacdo entre os conceitos deste e demais capitulos é como na Figura 2.29.

Programa Maquina

( Computagao )
4

Fungao
Computada

Y A
Programas Méquinas
Equivalentes Equivalentes

y

Fungoes
Computaveis

A
Maquinas
Universais

Figura 2.29 Relacdo entre os conceitos deste e demais capitulos



2.7 Exercicios

Exercicio 2.1 Identifique e compare construcdes andlogas as usadas nas
defini¢des de programas monolitico, iterative e recursivo em linguagens de
programacio como: Pascal, C ou outra de seu conhecimento.

Exercicio 2.2 Desenhe um fluxograma que corresponde a cada um dos
seguintes programas

a) Po=({r1: faca v véd_para r3}, r1)
b) Composigdo até (programa iterativo);
¢) Programa sem instrugio alguma,

d) Programa sem instrugdo de parada.

Exercicio 2.3 Relativamente a programas iterativos:
a) Em que situacao a execugao de:
enquanto T faca V
V pode nao ser executado?
b) Por que a operacdo vazia ¢ constitul um programa iterativo?
¢} Por que pode-se afirmar que:

a traducdo de um programa iterativo para um monolitico é trivial?

Exercicio 2.4 Relativamente a computagao:

a) Por que é possivel afirmar que a computa¢do de um programa monolitico em
uma maquina, para um dado valor inicial de memdria, é deterministica?

b) Analogamente para um programa iterativo?

¢) Analogamente para um programa recursivo?
Exercicio 2.5 Caracterize e diferencie computacio e funcio computada.
Exercicio 2.6 Defina computagio de programas iterativos em uma maquina.

Exercicio 2.7 Dé a definicio formal da func¢ido computada (W, M) de um
programa iterativo W em uma maquina M.

Exercicio 2.8 Defina computacéo finita para programas iterativos.



Exercicio 2.9 Escreva um programa iterativo onde a computagdo seja

infinita.
Exercicio 2.10 Relativamente a fun¢do computada por um programa em uma
maquina:

a) Considere o programa monolitico mon_b<«a (Figura 2.10) para a maquina
dois_reg (Figura 2.7). A correspondente func¢ao computada {(mon_be«a,
dois_reg) é total?

b) Considere o programa monolitico comp_infinita (Figura 2.12) para a mdquina
dois_reg (Figura 2.7). Para quais valores do dominio a funcao computada
(comp_infinita, dois_reg) ¢é definida?

¢) Considere o programa recursivo gq_magquina {Figura 2.14) e uma maquina M
= (V, X, Y, nix, ny, [, 117) qualquer. Por que a correspondente funcao
computada {qgq_magquina, M) é indefinida para qualquer entrada?

Exercicio 2.11 Relativamente aos seguintes coroldrios e teoremas:

a) Corolario 2.27 - Equivaléncia Forte de Programas < Equivaléncia de
Programas em Mdquinas de Tracos.
a.1) Justifique a afirmacao de que a prova (—) é imediata;
a.2) Esboce a prova («-) para programas iterativo e recursivos;

b) Justifique a afirmacao de que a prova do Lema 2.31 - Equivaléncia Forte:
Fluxograma — Rotuladas Compostas é imediata;

¢} Por qué o Lema 2.31 - Equivaléncia Forte: Fluxograma — Rotuladas
Compostas garante que Pq = P se, e somente se, Q =R?

d) Justifique o Coroldrio 2.27 - Equivaléncia Forte de Programas &
Equivaléncia de Programas em Maquinas de Tracos.

Exercicio 2.12 Traduza os programas monoliticos representados por
fluxogramas em programas recursivos e simplifique se possivel.

a) Fluxograma 1 representado na Figura 2.30;

b} Fluxograma 2 representado na Figura 2.31;

¢) Fluxograma 3 representado na Figura 2.32;

d) Fluxograma 4 representado na Figura 2.33;

e) Fluxograma 5 representado na Figura 2.34.
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Figura 2.30 Fluxograma 1

F
v

Figura 2.31 Fluxograma 2



F

Figura 2.32 Fluxograma 3

partida

Figura 2.33 Fluxograma 4
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parada
Figura 2.34 Fluxograma 5

Exercicio 2.13 Traduza o programa iterativo representado na Figura 2.35 em
programa monolitico, nas formas de :

a) Fluxograma,

b) Instrucdes rotuladas.

(se T
entdo enguanto 2
faca (até T3

faga (V:W)
sendo (V)

Figura 2.35 Programa iterativo

Exercicio 2.14 Traduza o programa recursivo representado na Figura 2.36 em
programa iterativo.

P é R, onde
R1 def (se T entédo F;R; sendo R7),
Ry def G; (se T entdo F;Rj sendo v

Figura 2.36 Programa recursivo

Exercicio 2.15 Suponha que se escreva My < My se a mdquina My simula Mq,
mas M1 pode ter na sua defini¢do outros testes e operacgdes a mais. Qual é a
relacdo entre (P, M) e (P, Myp) se My < Mp? Qual a relagdo do poder
computacional da maquina My em relacao a mdquina Mp?
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Exercicio 2.16 Suponha que na definicio de uma maquina, seja admitido
funcbes parciais na especificagdo dos identificadores de operacées e testes. Dé a
defini¢dc apropriada da fun¢do computada por um programa em uma maquina
em tal caso.

Exercicio 2.17 Mostre que os seguintes programas P e Q representados na
Figura 2.37 sdo equivalentes.
Programa lterativo P
até T
faca (v);
enguanto T
faca (F;G;( se T

entdo F;
até T
faca (V)

sendo V)

Programa Monolitico Q
se T entdo va_para 2 sendo va_para 1
faca F v& para 3
faca G va_para 4

se T entdo va_para 5 sendo va_para 6

(@2 B N Y S I

faca F v&_para 1

Figura 2.37 Programas iterativo (acima) e monolitico (abaixo)

Exercicio 2.18 Verifique se os programas monoliticos M1 e M2 representados na
Figura 2.38 sao equivalentes fortemente.

Programa Monolitico M4
faca F vé_para 2
se T entdo vd_para 3 sendo vé_para 5
faca G vd_para 4
se T entdo vd _para 1 sendo va_para 0
faca F va_para 6
se T entdo vd_para 7 senfo va_para 2
faca G va_para 8

W =3 oYU s W N

se T entdo vad_para 6 sendo va_para 0

Programa Monolitico Mo
faca F va_para 2
se T entdo vd_para 3 sendoc va _para 1
faca G va_para 4

=W N e

se | entdo vd_para 1 sendo va_para 0

Figura 2.38 Programas monoliticos
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Exercicio 2.19 Qual a importidncia da relacio Equivaléncia Forte de
Programas?

Exercicio 2.20 Verifique se os programas iterativos Wi e W, definidos na
Figura 2.39 e Figura 2.40, respectivamente, sdo equivalentes fortemente.

Programa lterativo Wy
enquanto T
faca (F;(se Tentdo faga v sendo faca G))

Figura 2.39 Programa iterativo

Programa lterativo W
enquanto T
faca (F;enquanto T faca (F);G)

Figura 2.40 Programa iterativo

Exercicio 2.21 Traduza os programas iterativos Wi e Wy definidos na Figura
2.39 e na Figura 2.40 para programas recursivos.

Exercicio 2.22 Traduza o programa monolitico da Figura 2.41 na forma de
instrugdes rotuladas compostas. Como existem dois testes, cada instrucao
rotulada composta tera quatro possiveis sucessores, um para cada possivel
combinacao de valores-verdade dos testes T1 e To.

Programa Monolitico Dois_Testes
faca F va_para 2
se T{ entdo vd_para 1 sendo va_para 3
faca G va_para 4

B W NP

se T2 entdo vad_para 0 sendo vé_para 1

Figura 2.41 Programa Monolitico

Exercicio 2.23 Adapte para o caso do programa monolitico da Figura 2.41, os
seguintes itens:

a) Lema 2.34 - Identifica¢io de Ciclos Infinitos em Programa Monolitico;
b) Teorema 2.38 - Determinacdo de Rotulos Equivalentes Fortemente;

¢) Definicao 2.39 - Algoritmo de Equivaléncia Forte de Programas Monoliticos;

Exercicio 2.24 Generalize a defini¢io de instrugdes rotuladas compostas para o
caso de trés testes distintos.

Exercicio 2.25 Traduza os fluxogramas da Figura 2.30 e da Figura 2.32 em
instrugdes rotuladas compostas.



3 Maquinas Universais

Até o momento, o termo algoritmo foi intuitivamente usado como solucio de
um problema, ou seja, como uma forma de descrever se determinada propriedade
€ verificada ou néo para uma dada classe de entrada. Portanto, a investigacio da
solucionabilidade de um problema ¢ a investigag¢io da existéncia de um algoritmo
capaz de resolvé-lo. Entretanto, se a nogdo algoritmo é intuitiva (no-formal),
qualquer afirmagdo sobre a nao-solucionabilidade de determinado problema é
questionavel.

Relativamente a nog¢éo intuitiva de algoritmo, o seguinte pode ser afirmado:

¢ sua descri¢ao deve ser finita e ndo-ambigua;
® deve consistir de passos discretos, executdveis mecanicamente em um
tempo finito.

Limitagoes de tempo ou de espago podem, eventualmente, determinar se um
algoritmo pode ou néo ser utilizado na pratica. Entretanto, estas nio sio
restriges teéricas pois a inexisténcia de limitacdes ndo implica recursos ou
descrigdes infinitas. Assim, recursos de tempo e espaco sdo "tanto quanto
necessarios". O correto entendimento dessa observacao ¢ de fundamental
importéncia para todo o estudo que segue.



Considerando que um algoritmo deve possuir uma descrigao finita, alguns
tipos de dados podem nio satisfazer tal condi¢ao como, por exemplo, os numero
irracionais, onde qualquer descri¢io finita de seus valores constitul apenas uma
aproximacdo. O numero n ¢ um exemplo bem conhecido que ilustra esta
afirmacdo. Assim, no que segue, o estudo € restrito aos algoritmos naturais, ou
seja, definidos sobre o conjunto dos nimeros naturais.

Na realidade, qualquer conjunto contdvel (existe uma bijecdo com N) poderia
ser equivalentemente considerado. Mesmo para os tipos de dados cujos valores
possuem descrigdo finita, uma grande variedade de tipos deve ser considerada
como, por exemplo, inteiros, cadeia de caracteres, valores-verdade, etc., bem
como tipos baseados em conjuntos estruturados como vetores. Adiante, ¢
exemplificado como alguns destes tipos de dados podem ser codificados como
naturais.

O conceito de programa, como introduzido anteriormente, satisfaz a nocéo
intuitiva de algoritmo. Entretanto, neste caso, era necessario definir a mdquina a
ser considerada. Tal mdquina deveria ser suficientemente:

e simples, para permitir estudos de propriedades sem a necessidade de
considerar caracteristicas ndo-relevantes, bem como permitir estabelecer
conclusdes gerais sobre a classe de fungdes computaveis;

e poderosa, capaz de simular qualquer caracteristica de maquinas reais ou
teéricas, de tal forma que os resultados provados sejam viélidos para
modelos aparentemente com mais recursos e para que qualquer funcao
computavel possa ser nela representada.

Se for possivel representar qualquer algoritmo como um programa em tal
maquina, entao esta é denominada de Mdquina Universal. As evidéncias de que
uma maquina é, de fato, universal, podem ser classificadas como:

a) Evidéncia Interna. Consiste na demonstracio de que qualquer extensio das

capacidades da méquina proposta computa, no méximo, a mesma classe de
funcdes, ou seja, ndo aumenta o seu poder computacional;

b) Evidéncia Externa. Consiste no exame de outros modelos que definem a nogao
de algoritmo, juntamente com a prova de que siao, no maximo,
computacionalmente equivalentes

Neste contexto, é introduzida uma Méquina Universal, denominada Mdquina
Norma, proposta por Richard Bird, a qual, resumidamente, possui um conjunto
de registradores naturais e somente trés instrucoes sobre os registradores:

adlg&}o e subtracao do valor um e o teste se o valor ar mazenado é zero. Trata-se
de um exemplo de Maqulna de Reglstladares. Como 1lustragio, diversas
caracteristicas de maquinas reais sido simuladas usando a Maquina Norma,

reforcando as evidéncias internas e externas de que, de fato, trata-se de uma
Maquina Universal.
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Provavelmente, o modelo mais utilizado como formalizacao de algoritmo é a
Mdquina de Turing, proposta em 1936 por Alan Turing. Basicamente, uma
Madquina de Turing é um mecanismo simples que formaliza a idéia de uma pessoa
que realiza cdlculos, usando um instrumento de escrita e um apagador. O modelo
formal é baseado em uma fita (usada para entrada, saida e rascunho), uma
unidade de controle e um programa,’ de forma muito similar aocs atuais
computadores, embora tenha sido proposto aproximadamente 20 anos antes do
primeiro computador digital. Na realidade, ndo se trata de uma mdquina no
sentido dado a esta palavra, mas sim de um programa para uma Miquina
Universal.

No que se refere aos recursos "tanto quanto necessdrios”, tem-se que:
)

¢ o0s registradores da Mdquina Norma podem assumir "qualquer valor
natural tdo grande quanto necessdrio". Adicionalmente, existem “tantos
registradores quanto necessarios”;

® a Maquina de Turing possui "tantas células de armazenamento de dados
quanto necessario".

Em 1936, Alonzo Church apresentou a Hipétese de Church, a qual afirma que
qualquer funcdo computavel pode ser processada por uma Mdguina de Turing, ou
seja, que existe um algoritmo expresso na forma de Mdquina de Turing capaz de
processar a funcio. Contudo, como a nogdo intuitiva de algoritmo ndo é
matematicamente precisa, é impossivel formalizar uma demonstracio de que a
Maquina de Turing é, efetivamente, o mais genérico dispositivo de computacio.
Entretanto, todas as evidéncias internas e externas imaginadas foram sempre
verificadas, refor¢ando a Hipdtese de Church, ou seja, que 0s demais modelos de
maquinas propostos, bem como qualquer extensdo de suas capacidades,
possuem, no maximo, a mesma capacidade computacional da Mdquina Turing.
Em particular, é verificado, neste capitulo, que os seguintes modelos sao
equivalentes 4 Mdquina de Turing (note o tipo de estrutura de dados de cada
modelo):

a) Mdquina Norma. Uma Mdquina de Registradores, sendo que o conjunto de
registradores é infinito;

b) Mdquina de Post. Baseada na estrutura de dados do tipo fila (o primeiro dado
armazenado é o primeiro a ser recuperado);

c) Mdquinas com Pilhas. Baseada na estrutura de dados do tipo pilha (o ultimo
dado armazenado é o primeiro a ser recuperado), onde sdo necessdrias pelo
menos duas pithas para simular o mesmo poder computacional de uma fita ou
fila.

Também ¢ verificado que algumas extensdes da Mdquina de Turing nao
aumentam o seu poder computacional como, por exemplo:

a) Ndo-Determinismo. Permite que a maquina possa tentar diversos caminhos
alternativos para uma mesma situacao;



b) Multiplas Fitas. Mais de uma fita;
¢) Multiplas Unidades de Controle. Mais de uma unidade de controle;

d) Fitas Infinitas nas duas Extremidades. As fitas nao possuem fim em qualquer
das duas extremidades.

Existem trés maneiras de abordar o estudo das Méquinas de Turing e de seus
modelos equivalentes, como segue:

a) Processamento de Fungdes. Fungdes computéveis e suas propriedades;

b) Reconhecimento de Linguagens. Linguagens que podem ser reconhecidas e
suas propriedades;

¢) Solucionabilidade de Problemas. Problemas soluciondveis e nio-
soluciondveis, problemas parcialmente soluciondveis (computdveis) e
completamente insoldveis (ndo-computéveis), bem como suas propriedades.

As trés abordagens sdo usadas ao longo deste livro. Entretanto, a terceira
(solucionabilidade de problemas) constitui um dos problemas fundamentais da
Ciéncia da Computagao e é tratada em capitulo especifico. De fato, existe um
grande nimero de fungdes para as quais nio é possivel desenvolver algoritmos
capazes de computa-las. Ou seja, existem fungdes que sdo néao-computdveis,
sendo algumas relativamente simples de serem enunciadas como, por exemplo,
uma funcao que nomeia todas as funcoes.

3.1 Codificacao de Conjuntos Estruturados

Nesta secao, é considerado, de forma breve e através de exemplos, o problema
da codificagdo de conjuntos estruturados, onde elementos de tipos de dados
estruturados sdo representados como numeros naturais. Para um dado conjunto
estruturado X, a idéia bésica é definir uma fungao injetora:

cX—-N
ou seja, uma fungdo tal que, para todo X, y € X, tem-se que:
se c(x) = c(y), entdox =y
Neste caso, o nimero natural c(x) é a codifica¢ao do elemento estruturado x.
EXEMPLO 3.1 Codifica¢do de n-Uplas Naturais.

Suponha que é desejado codificar, de forma univoca, elementos de N como
numeros naturais, ou seja, deseja-se uma funcao injetora:

¢. NP5 N

Uma codificagdo simples é a seguinte:
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¢ lembre-se que, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, cada numero
natural é univocamente decomposto em seus fatores primos;

* suponha os N primeiros numeros primos denotados por p1=2, p2=3, p3=5
e assim sucessivamente. Entfo, a codificacdo ¢ N" — N definida como
segue é unjvoca (suponha (X1, X2, ..., Xp) € NM e que o simbolo * denota a
operacao de multiplicacdo nos naturais):

c(x1, X2, .., Xp) = p1XTepX2e__epyxn

Deve-se reparar que esta codifica¢do nao constitul uma fungio bijetora, ou seja,
nem todo nimero natural corresponde a uma n-upla (qual seria um exemplo?).
Entretanto, todo nimero natural decomponivel nos n primeiros nimeros primos

corresponde a uma n-upla. 3
EXEMPLO 3.2  Codificagao de Programas Monoliticos.

De forma anédloga, um programa monolitico (fluxograma) pode ser codificado
como um numero natural. Suponha um programa monolitico P = (I, r) com m
instrucdes rotuladas onde { Fq, F2, ..., Fr} e { T4, T2, ..., Tt } sdo os correspondentes
conjuntos de identificadores de opera¢bes e de testes, respectivamente. Seja,
P'=(I, 1) como P, exceto pelos rétulos, os quais sdo renomeados como numeros
naturais, onde 1 é o rétulo inicial e 0 o tnico rétulo final (se existir). Assim, uma
instrucéo rotulada pode ser de uma das duas seguintes formas:

a) Operacdo.
r1: faca Fg va_para rp

b) Teste.

ri: se Tk ent8o va_para r; sendo va_para I3

Cada instrucédo rotulada pode ser denotada por uma quddrupla ordenada como
segue, onde a primeira componente identifica o tipo da instrucao:

a) Operagdo. Instrucéo tipo zero:
(0, K rg, r)

b) Teste. Instrugao tipo um:
(1, K rg, r3)

Usando a codificagdo do Exemplo 3.1, o programa monolitico P' visto como
quadruplas ordenadas pode ser codificado como segue:

¢ cada quadrupla (instrugdo rotulada) é codificada como um nimero natural.
Assim, o programa monolitico P’ com m instrugdes rotuladas pode ser
visto como uma m-upla;
¢ por sua vez, a m-upla correspondente ao programa monolitico P' é
codificada como um nimero natural.
Analogamente ao Exemplo 3.1, a codificacdo de programas monoliticos
apresentada nao é uma func¢éo bijetora (por qué?).
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A seguir, é ilustrado como decodificar um nudmero natural que denota um
programa monolitico em seu correspondente programa. Suponha o numero:

p= (2150).(3105)
Portanto, o programa possui duas instrugdbes rotuladas correspondentes aos
numeros 150 e 105. Relativamente as decomposi¢cdes em seus fatores primos,

tem-se que:
150 = 27e3%e52e70 & 105 = 20631657471

o que corresponde as quadruplas:
(1,1,2,00 e (0,1,1,1)

Logo, as instrugoes rotuladas decodificadas sao como segue:
1: se Tq entdo va_para 2 sendc va_para 0
2: faca F1 véd_para 1

Sugere-se como exercicio a generalizagao do caso ilustrado para qualquer nimero
natural correspondente a codificacido de um programa monolitico. ]

3.2 Maquina de Registradores - Norma

A Madquina Norma (Number TheOretic Register MAchine), proposta por
Richard Bird ([BIR76]), é uma Maquina de Registradores. Mdaquinas de
registradores sao modelos propostos mais recentemente (comparativamente
com a Mdquina de Turing e com outros formalismos universalmente conhecidos),
sendo definidas de forma a lembrar a arquitetura basica dos computadores
atuais. Em particular, a Mdquina Norma é especialmente interessante pois
distingue as nogdes de programa e mdquina (tal fato ficara evidente quando do
estudo dos demais modelos). Assim, por razoes didaticas, a Mdaquina Norma € o
primeiro formalismo de Mdquina Universal introduzido nesta publicagao.

A Mdquina Norma possui como memoria um conjunto infinito de registradores
naturais e trés instrucodes sobre cada registrador:
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¢ adicao do valor um;
e subtragao do valor um,;
® teste se o valor armazenado é zero.

No texto que segue, N> denota o conjunto de todas as uplas com infinitos
(mas contdveis) componentes sobre o conjunto dos numeros naturais. Por
exemplo, as seguintes uplas sdo elementos de N

0,1,2,3,..) e (5555,.)

Para evitar subscritos, as componentes das uplas sdo denotadas por letras
maidsculas como A, B, X, Y, ... as quais denotam os registradores na Maquina
Norma.

A definigdo formal de N> é omitida, mas pode ser resumidamente entendida
como segue:

e suponha a upla (ag, a1, a2, ...) em N~
assim, pode-se afirmar que, para cada n ¢ N, a, é a n-ésima componente
da upla (ag, a1, az, ...);

e tal fato pode ser formalmente denotado como uma funcio f N — N tal
que, para qualquer n € N, f(n) = ap;

e portanto, um elemento de N> pode ser visto como uma func¢ido nos
naturais, ou seja:

=={f N->N|fé funcéo}

No caso especifico das uplas (0, 1,2, 3, ..) e (6, 5, 5, 5, ..) as correspondentes
funcoes sdo as seguintes, respectivamente:
¢ funcdo identidade de N, ou seja, idy: N — N tal que, para qualquer n ¢ N,
tem-se que idy(n) = n;
e funcgdo constante 5, ou seja, consts: N — N tal que, para qualquer n € N,
tem-se que consts(n) = 5.
Definicdo 3.1 Maquina Norma.
A Mdquina Norma é uma 7-upla (suponha que Ke {A, B, X, Y,... })
Norma = (N=~, N, N, ent, sai, {adk, subk}, { zerok})

onde:

a) Cada elemento do conjunto de valores de memoéria N= denota uma
configuragdo de seus infinitos registradores, os quais sao denotados por:
ABXY,..

b) A fungao de entrada:
ent N —» N~

é tal que carrega no registrador denotado por X o valor de entrada,
inicializando todos os demais registradores com zero;

¢) A func¢do de saida:
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saii N~ - N
é tal que retorna o valor corrente do registrador denotado por Y;

d) O conjunto de interpretagoes de operacées é uma familia de operagdes indexada
pelos registradores onde, para cada registrador K, tem-se que:

adk: N>~ — N=
adiciona um a componente correspondente ao registrador K, deixando as
demais com seus valores inalterados, e:

subk: N — N=

subtrai um da componente correspondente ao registrador K, se o seu valor for
maior que zero (caso contrdrio, mantém o valor zero), deixando as demais com
seus valores inalterados;

e) O conjunto de interpretagoes de testes é uma familia de testes indexada pelos
registradores onde, para cada registrador K, tem-se que:

zerok: N~ — {verdadeiro, falso}
resulta em verdadeiro, se a componente correspondente ao registrador K for

zero e falso, caso contrario. Q

Por simplicidade, para um registrador K, as correspondentes operagdes ou
teste adk, subk, zerox sao denotadas, respectivamente, como segue:

Ki=K+1
K:=K-1
K=0

3.3 Maquina Norma como Maquina Universal

A Mdquina Norma é uma mdquina extremamente simples, de tal forma que
parece dificil acreditar que o seu poder computacional é, no minimo, o de qualquer
computador moderno. Inclusive, é suficiente considerar somente os programas
monoliticos. Ou seja, mecanismos como os de recursdo podem ser simulados por
fluxogramas em Norma. A seguir, como ilustracio, diversas caracteristicas de
mdquinas reais sdo simuladas usando a Mdquina Norma, reforcando as
evidéncias de que, de fato, trata-se de uma Mdquina Universal. As seguintes
simulagoes por Norma sdo exemplificadas:

a) Operagées e Testes. Definicao de operacdes e testes mais complexos como
adigdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo de dois valores e tratamento de
valores diversos como testes sobre numeros primos;

b) Valores Numéricos. Armazenamento e tratamento de valores numéricos de
diversos tipos como inteiros (negativos e nao-negativos) e racionais;
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¢) Dados Estruturados. Acesso, armazenamento e tratamento de dados
estruturados como arranjos (vetores uni e multidimensionais), pithas, etc.;

d) Enderecamento Indireto e Recurséo. Desvio para uma instrucao determinada
pelo conteido de um registrador e simulacdo de mecanismos de recursao;

e) Cadeia de Caracteres. Defini¢do e manipulacio de cadeias de caracteres.

3.3.1 Operacoes e Testes

As seguintes operagdes e teste ndo-definidos na Maquina Norma séo
exemplificadas:

atribuicao de valor a um registrador;

adi¢ao de dois registradores;

multiplicacio de dois registradores;

teste se o valor de um registrador ¢ um nimero primo;

atribui¢do do n-ésimo nimero primo.
EXEMPLO 3.3 Atribuicao do Valor Zero a um Registrador.

A atribuigao do valor zero para um registrador A, denotada por:
A=0
pode ser obtida com o seguinte programa iterativo:
até A=0

faca (A=A-1)
-

Dessa forma, pode-se tratar a operagdo A := 0 como uma macro, ou seja, um
trecho de programa que é substituido pela sua defini¢do sempre que referenciado.

Usando a macro A := 0 ¢é facil construir macros para definir operacdes de
atribuic¢éio de um valor qualquer.

EXEMPLO 3.4  Atribui¢do de um Valor Natural a um Registrador.

A seguinte macro de atribui¢ao de um valor natural n a um registrador A,
denotada por:
A=n

pode ser definida pelo seguinte programa iterativo, exemplificado para n = 3:

A=0;
A=A+,
A=A+1:
A=A+



EXEMPLO 3.5  Adigdo de Dois Registradores.

Uma macro correspondente a operacido de adi¢ao do valor do registrador B em A,
denotada por:
A:=A+B

pode ser obtida com o seguinte programa iterativo:

até B=0
faca (A=A+1;, B:=B-1)
]
Note-se que, no exemplo acima, ao somar o valor de B em A, o registrador B é

zerado. Para preservar o valor original de B, é necessdrio utilizar um registrador
de trabalho.

EXEMPLO 3.6  Adicdo de Dois Registradores, Preservando o Contetido.

Uma macro correspondente a operacio de adi¢ao do valor do registrador B em A,
preservando o valor em B, necessita usar um registrador auxiliar C, como no
seguinte programa iterativo:

CZ:O;

até B=0

faca (A=A+1;, C=C+1; B=B-1);
até C=0

faca (B=B+1; C:=C-1)

Entretanto, como este programa nio preserva o conteudo original do registrador
de trabalho C, faz-se necessdrio explicitar o uso deste registrador. Portanto, a
seguinte notagiio é adotada para a macro de adigdo de dois registradores,
preservando o conteudo:

A=A+ BusandoC Q

E importante destacar que, ao simular, na Maquina Norma, um programa P
de outra maquina que contenha uma operacao da forma A = A + B, é necessdrio
escolher um registrador de trabalho C que nao seja referenciado em P. Desta
forma, quando da execucdo da macro A = A+ B usando C a alteragao do valor
armazenado em C nao tera efeito em qualquer outra parte do programa P.

EXEMPLO 3.7  Atribuicio do Contetido de um Regtstrador.

Usando a macro A = A + B usando C, pode-se facilmente construir a seguinte
macro de atribuicdo entre registradores:
A =B usando C

a qual pode ser definida pelo seguinte programa iterativo:

A:=0;
A=A+ Busando C
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A definicdo de uma macro de multiplicagio requer dois registradores de
trabalho.

EXEMPLO 3.8  Multiplicagdo de Dois Registradores.

Uma macro correspondente a operacdo de multiplicagdo do valor do registrador B
em A, usando dois registradores de trabalho C e D, denotada por:

A =AxBusandoC, D

pode ser definida pelo seguinte programa iterativo:

C:=0;

até A=0

faca (C:=C+1; A=A-1);
até C=0

faca (A=A+BusandoD; C:=C-1)

EXEMPLO 3.9  Teste se o Valor de um Registrador é um Nimero Primo.

Uma macro de teste que verifica se o valor de um registrador A é um ndmero
primo, usando um registrador de trabalho C, denotada por:

teste_primo(A) usando C

pode ser obtido pelo seguinte programa iterativo, o qual retorna o valor
verdadeiro, se primo, e falso, caso contrario:

(se A=0
entdo falso
sendo C =A;
C=C-1 ;
(se C=0
entd&o verdadeiro
sendo até teste_mod(A, C)
faca (C:=C-1)
C=C-1 ;
(se C=0
entdo verdadeiro
sendo falso)))

onde teste_mod(A, C) é um teste (sugerido como exercicio) que retorna o valor
verdadeiro, se o resto da divisdo inteira do conteddo de A por C é zero, e o valor
falso, caso contrario. 2

EXEMPLO 3.10 Afribui¢do do n-ésimo Niimero Primo a um Registrador.

A atribuicao do n-ésimo numero primo a um registrador A, usando um registrador
de trabalho D, denotada por (suponha que o contetudo de B é n):
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A = primo(B) usando D

pode ser obtida pelo seguinte programa iterativo, o qual usa a macro teste_primo
construida acima (suponha que 1 é o 0-ésimo numero primo):

AI=1;

DZ-‘-B;

até D=0
faca (D:=D-1;

A=A+1;
até teste_primo(A)
fagca (A=A+1))
9
E sugerido como exercicio desenvolver os programas iterativos para as
seguintes operagdes e testes:

fatorial;
potenciagéo;
teste “menor”;

teste “menor ou igual”.

3.3.2 Valores Numéricos
Os seguintes tipos de dados numéricos nao-definidos na Maquina Norma sdo
exemplificados:

e inteiros (negativos e ndo-negativos);
® racionais.

EXEMPLO 3.11 Intetros.

Um valor inteiro m pode ser representado como um par ordenado:
(s, Im)

onde:

. | m t denota a magnitude dada pelo valor absoluto de m;
® s denota o sinal de m, como segue:

sem <0, entdo s =1;sendos =0
Duas formas simples de representar tal par ordenado na Mdquina Norma podem

ser:

¢ usando a codificagdo de n-uplas naturais como introduzido em 3.1 -
Codificacao de Conjuntos Estruturados;

e usando dois registradores: o primeiro referente ao sinal, e o segundo, a
magnitude (valor absoluto).
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No segundo caso (dois registradores), a simulag¢do da operagio inteira:
A=A+1

supondo que A denota o par de registradores A4 (sinal) e A2 (magnitude), pode ser
realizada pelo seguinte programa iterativo:

(se A1=0
entdo Ap =Az+1
sendo Az =As-1;

(se A>=0
entdo At :=A1-1
sendo Vv))

9

Note-se que outras operagdes e testes sobre inteiros podem ser tratadas de
forma similar. Sugere-se como exercicio a operagao de subtracio (A =A-1)eo
teste se é zero (A = 0).

EXEMPLO 3.12 Racionais.
Um valor racional r pode ser denotado como um par ordenado:
(a, b)

tal que b > 0 e r = a/b. A representagdo néo é Unica pois, por exemplo, o valor
racional 0.75 pode ser representado pelos pares (3, 4) e (6, 8), entre outros (na
realidade, os pares (3, 4) e (6, 8) pertencem & classe de equivaléncia que denota o
numero racional 0.75 - por simplicidade, tal questdo ndo sera discutida). Neste
contexto, as operacdes de adi¢ao, subtracio, multiplicac¢do e divisdo, bem como o
teste de igualdade, podem ser definidos como segue:

(a, b) + (c, d) = (aed + bec, bed)

(a, b) - (c, d) = (aed - bec, bed)

(a, b) x (c, d) = (aec, bed)

(a,b) =+ (c,d) = (aed, bec) comc=z0
(a,b)=(c,d) se,esomentese, aed=bec

A construcao dos correspondentes programas na Mdquina Norma é sugerida
como exercicio. 3



3.3.3 Dados Estruturados

A seguir, é exemplificado como uma estrutura do tipo arranjo unidimensional
pode ser definida na Maquina Norma. Sugere-se como exercicio a generalizacio
para arranjos multidimensionais. Adicionalmente, é esbogada uma solu¢éo para
pilhas, usando arranjos.

EXEMPLO 3.13 Arranjo Unidimensional.

Uma estrutura do tipo arranjo unidimensional da forma A(1), A(2), ..., pode ser
definida por um tnico registrador A, usando a codificacdo de n-uplas naturais
como introduzido em 3.1 - Codifica¢do de Conjuntos Estruturados. Note-se que o
arranjo ndo necessita ter tamanho maédximo (nimero de posicdes indexdveis)
predefinido. Lembre-se que a fun¢do de entrada é tal que carrega o valor da
entrada no registrador X, zerando todos os demais, incluindo, portanto, o arranjo.

Em uma estrutura do tipo arranjo, é desejavel indexar as suas posicoes de
forma direta (nimero natural) ou indireta (contetido de um registrador). Para
ambos os casos e para manter a coeréncia com a defini¢io da Maquina Norma, é
importante definir as operactes de adi¢do e subtracio do valor 1, bem como do
teste se o valor é zero, como segue, supondo que:

® oarranjo é implementado usando o registrador A;

® ppdenota o N-ésimo numero primo;

® o seguinte teste (sugerido como exercicio) é tal que retorna o valor
verdadeiro, se o contetdo do registrador C ¢ um divisor do conteddo do
registrador A e falso, caso contrario:

teste_div(A, C)

® a seguinte macro (a defini¢do é sugerida como exercicio) denota a divisdo
de dois registradores:

teste_div(A, C)

e por simplicidade, na referéncia a uma macro definida anteriormente, é
omitida a referéncia aos registradores usados. Por exemplo:

A=AxBusando C,D ¢é abreviada simplesmente por A =AxB

a) Indexacdo Direta. As macros:
ada(ny usando C
suba(n) usando C
zeroa(n) usando C

onde A(n) denota a n-ésima posicao do arranjo A, podem ser definidas pelos
seguintes programas iterativos, respectivamente:
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Programa lterativo adan) usando C

C = pn;
A=AxC

Programa lterativo suba(m) usando C
C =pn;

(se teste_div(A, C)
entdo A=A/C
sendo V)

Programa lterativo zeroany usando C
C=pn;
(se teste_div(A, C)
entdo falso
sendo verdadeiro)

b) Indexa¢ao Indireta. As macros:
ada(g) usandc C
suba(g) usando C
zeroa(g) usando C

onde A(B) denota a b-ésima posi¢do do arranjo A, onde b é o contetdo do
registrador B, podem ser definidas pelos seguintes programas iterativos,

respectivamente:
Programa lterativo ada(g) usando C
C = primo(B)
A=AxC

Programa lterativo subag) usando C
C = primo(B)
(se teste_div(A, C)
entdo A=A/C
sendo V)

Programa lterativo zeroa(g) usando C
C = primo(B)
(se teste_div(A, B)
entdo falso
sendo verdadeiro)

&



Observacgio 3.2 Arranjo Unidimensional x Norma com
2 Registradores.

Um resultado interessante (e que sera usado adiante) é que, usando a estrutura
de arranjo unidimensional com indexacao direta, como ilustrado no Exemplo 3.13,
pode-se mostrar que os registradores X e Y sao suficientes para realizar qualquer
processamento (ou seja, os registradores A, B,... ndo sdo necessarios). De fato, é
suficiente usar X para armazenar um arranjo unidimensional onde cada posicao
corresponde a um registrador (por exemplo: X, Y, A, B,... correspondem as
posigdes do arranjo indexadas por 0, 1, 2, 3,...). Assim, para um determinado
registrador K, as operagdes e testes de Norma:

adk

subk

ZeroK

podem ser simulados pelas operagdes e testes indexados introduzidos no Exemplo
3.13:

adxk) usando Y

subxk) usando Y

zerox ) usando Y

onde X(k) denota a k-ésima posi¢ao do arranjo em X. 3
EXEMPLO 3.14 Pilha.

Estruturalmente, a principal caracteristica de uma pilha é que o ultimo valor
gravado € o primeiro a ser lido, como ilustrado na Figura 3.1. A base de uma pilha
é fixa e define o seu inicio. O topo é variavel e define a posicdo do dltimo simbolo
gravado. Uma pilha pode facilmente ser simulada usando um arranjo (como
definido acima) e um registrador de indice (indexacgio indireta do arranjo) que
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aponta para o topo da pilha. Sugere-se como exercicio o detalhamento desta
solugao, bem como, a definicdo das operacgdes empilha (adiciona o conteudo de
um registrador ao topo da pilha) e desempilha (retira o valor do topo e armazena-

0 em um registrador). ]
empilha . desempilha
,,,,, 5 = topo
sentido
de

crescimento

: o hage

Figura 3.1 Estrutura do tipo pitha

3.3.4 Enderecamento Indireto e Recursao

A seguir, é exemplificado, em programas do tipo monolitico, como definir
 desvios, usando enderecamento indireto (determinado pelo conteddo de um
registrador).

EXEMPLO 3.15 Enderecamento Indireto em um Programa Monolitico.
Uma operac¢ido com enderegamento indireto da seguinte forma, onde A é um
registrador:

r: faca F véd_para A

pode ser definida pelo seguinte programa monolitico:

r: faga F vé_para End_A

onde a macro End_A, representada na forma de fluxograma na Figura 3.2, trata
o enderegamento indireto de A (e onde cada circunferéncia rotulada representa
um desvio incondicional para a correspondente instrucdo). De forma andloga
(sugere-se como exercicio), é possivel definir um teste com enderecamento
indireto como segue, onde A e B sdo registradores:

r: se T entdo vad_para A sendo vé_para B



82 Teoriu da Computagdo: Mdguinas Universais ¢ Computabilidade — T. Diverio & P. Blauth Menezes

Programa
Monolitico
End_A

A:=A-1 A =A+1

f v
A:=A-1 A:=A+1

Figura 3.2 Fluxograma para tratar enderecamento indireto

Observacao 3.3 Programa Monolitico x Programa Recursivo.

Em Norma, sub-rotinas e mecanismos de recursio como os definidos nos
programas recursivos podem ser simulados por programas monoliticos, usando
enderecamento indireto. Esta demonstragio pode ser encontrada em ([BIR76]).2

3.3.5 Cadeias de Caracteres

Cadeia de caracteres é um tipo de dado nao-predefinido na Maquina Norma. O
tratamento da defini¢do e da manipulagio de cadeias de caracteres serd
realizado através de uma outra Mdquina Universal, denominada Maquina de
Turing, a qual, prova-se, é equivalente 4 Norma.
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3.4 Maquina de Turing

A Maiaquina de Turing, proposta por Alan Turing em 1936 ([TUR36]) é
universalmente conhecida e aceita como formalizagio de algoritmo. Trata-se de
um mecanismo simples que formaliza a idéia de uma pessoa que realiza céalculos.
Lembra, em muito, os computadores atuais, embora tenha sido proposta anos
antes do primeiro computador digital. Apesar de sua simplicidade, o modelo
Médquina de Turing possui, no minimo, ¢ mesmo poder computacional de qualquer
computador de propésito geral. No que segue, é importante observar que uma
Mdquina de Turing nédo constitui uma maquina, como definida anteriormente,
mas sim um programa para uma Mdaquina Universal.

3.4.1 Nocao Intuitiva

O ponto de partida de Turing foi analisar a situagdo na qual uma pessoa,
equipada com um instrumento de escrita e um apagador, realiza cdlculos numa
folha de papel, organizada em quadrados.

Inicialmente, suponha que a folha de papel contém somente os dados iniciais
do problema. O trabalho da pessoa pode ser resumido em seqliéncias de
operagdes simples como segue:

¢ ler um simbolo de um quadrado;
e alterar um simbolo em um quadrado;
* mover os olhos para outro quadrado.

Quando ¢ encontrada alguma representacdo satisfatéria para a resposta
desejada, a pessoa termina seus calculos. Para viabilizar esse procedimento, as
seguintes hipéteses sao aceitdveis:
® a natureza bidimensional do papel ndo é um requerimento essencial para
os cdlculos. Pode ser assumido que o papel consiste de uma fita infinita
organizada em quadrados;
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® o conjunto de simbolos pode ser finito, pois se pode utilizar seqiiéncias de
simbolos;

* o conjunto de estados da mente da pessoa durante o processo de cdlculo é
finito. Mais ainda, entre esses estados, existem dois em particular: "estado
inicial" e "estado final", correspondendo ao inicio e ao fim dos cdlculos,
respectivamente;

® o comportamento da pessoa a cada momento é determinado somente pelo
seu estado presente e pelo simbolo para o qual sua atencgio esta voltada;

® a pessoa ¢ capaz de observar e alterar o simbolo de apenas um quadrado
de cada vez, bem como de transferir sua aten¢do somente para um dos
quadrados adjacentes.

3.4.2 Nocao como Miaquina

Esta no¢do de uma pessoa calculando pode ser vista como uma méaquina,
constituida de trés partes, como segue:

a) Fita. Usada simultaneamente como dispositivo de entrada, de saida e de
meméria de trabalho;

b) Unidade de Controle. Reflete o estado corrente da maquina. Possui uma
unidade de leitura e gravagdo (cabega da fita), a qual acessa uma célula da
fita de cada vez e movimenta-se para a esquerda ou para a direita;

¢) Programa ou Fungdo de Transi¢do. Fungdo que define o estado da maquina e
comanda as leituras, as gravacdes e o sentido de movimento da cabeca.

A fita é finita & esquerda e infinita (tdo grande quanto necessdrio) a direita,
sendo dividida em células, onde cada uma armazena um simbolo. Os simbolos
podem pertencer ao alfabeto de entrada, ao alfabeto auxiliar ou ainda ser
"branco” ou "marcador de inicio de fita". Inicialmente, a palavra a ser processada
(ou seja, a informacgdo de entrada para a mdquina) ocupa as células mais a
esquerda apds o marcador de inicio de fita, ficando as demais com "branco”, como
ilustrado na Figura 3.3, onde B e & representam "branco” e "marcador de inicio de
fita", respectivamente.

marcador de

— t
inicio de fita - en réda ‘ branco
fita e | © alb|b]c|a|B[Bl...
cabega -
da fta . ___unidade de
controle controle

Figura 3.3 Fita e unidade de controle de uma Maquina de Turing
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A unidade de controle possui um numero finito e predefinido de estados. A

cabeca da fita 18 o simbolo de uma célula

de cada vez e grava um novo simbolo.

Apés a leitura/gravagao (a gravagdo ¢ realizada na mesma célula de leitura), a
cabeca move uma célula para a direita ou para a esquerda. O simbolo gravado e o
sentido do movimento sédo definidos pelo programa.

O programa é uma funcio que, dependendo do estado corrente da maquina e
do simbolo lido, determina o simbolo a ser gravado, o sentido do movimento da

cabeca e o novo estado.

3.4.3 Modelo Formal
Defini¢cio 3.4 Maquina de Turing.

Uma Mdquina de Turing é uma 8-upla:

M=(G, QI qoF,V, B, )

onde:

alfabeto de simbolos de entrada;

b3
Q  conjunto de estados possiveis da mdquina, o qual é finito;
I programa ou fungdo de transicdo:

QX (E UV U{B e) - Qx(EuVuU{R e)x{E D}

a qual é uma funcio parcial;

qo estado inicial da maquina tal que qg é elemento de Q;
F conjunto de estados finais tal que F est4 contido em Q;

V  alfabeto auxiliar;
B simbolo especial branco;

©  simbolo especial marcador de inicio ou simbolo de inicio da fita. a

O simbolo de inicio de fita ocorre exatamente uma vez e sempre na célula
mais a esquerda da fita, auxiliando na identificagio de que a cabega da fita se
encontra na célula mais a esquerda da fita. A funcéo programa:

considera para determinar

® estado corrente .
e simbolo lido da fita °
[ ]

Assim, tem-se que:
I1(estado corrente, simbolo lido) =

novo estado

simbolo a ser gravado

sentido de movimento da cabega, onde
esquerda e direita sdo representados
por E e D, respectivamente

(novo estado, simbolo gravado, sentido do movimento)

ou seja (suponha que p,ge Q,ay,aye T UVU{B @Neme {E D}
(p. ay) = (q, ay, m)



A funcdo programa pode ser interpretada como um grafo finito direto, como
ilustrado na Figura 3.4. Neste caso, os estados iniciais e finais sdo representados
como ilustrado na Figura 3.5.

(ay, a,, m)
p
estado corrente novo estado
simbolo lido sentido do movimento

L

simbolo gravado

Figura 3.4 Representagio da func¢éo programa como um grafo

Figura 3.5 Representacéio de um estado inicial (esq.) e final (dir.) como nodos de grafos

Adicionalmente, a fun¢do programa pode ser representada na forma de tabela
como na Figura 3.6 (ilustrada para o caso I1(p, ay) = (q, ay, m)).

S P P D P e e
P (g, ay, m)
q

Figura 3.6 Representacdo da fungéo programa como uma tabela

O processamento de uma Maquina de Turing M = (%, Q, T1, go, F, V, B, @) para
uma palavra de entrada w consiste na sucessiva aplicacdo da funcao programa a
partir do estado inicial qg e da cabega posicipnada na célula mais a esquerda da
fita, até ocorrer uma condi¢io de parada. O processamento de M para a entrada
w pode parar ou ficar em loop infinito. A parada pode ser de duas maneiras:
aceitando ou rejeitando a entrada w. As condig¢des de parada sio as seguintes:
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a) Estado Final. A méaquina assume um estado final: a maquina pdra e a
palavra de entrada é aceita,

b) Funcao Indefinida. A funcdo programa é indefinida para o argumento
(simbolo lido e estado corrente): a mdquina para e a palavra de entrada é
rejeitada;

¢) Movimento Invdlido. O argumento corrente da fungdo programa define um
movimento & esquerda e a cabeca da fita j4 se encontra na célula mais a
esquerda: a maquina para e a palavra de entrada é rejeitada.

Observacao 3.5 Maquina de Turing x (Programa e Maquina).

E importante reparar que a definiciao da Mdquina de Turing ndo distingue os
conceitos de programa e maquina. Na realidade, trata-se de um programa para
uma Médquina Universal. a

Observacao 3.6 Variacgdes sobre a Definicao de Maquina de Turing.

Diversas variacoes sobre a defini¢do de Mdaquina de Turing sao adotadas. Note-se
que essas variacdes nao alteram o poder computacional do formalismo. As
variagdoes mais significativas estdo nas caracteristicas da fita e no movimento
da cabega como, por exemplo:

a) Inexisténcia do Marcador de Inicio de Fita. E freqiiente nio se incluir um
marcador de iicio de fita. Assim, a célula mais a esquerda da fita contém o
primeiro simbolo da entrada (ou branco, se a entrada for vazia). Neste caso,
ao definir uma funcdo programa, deve-se tomar cuidado especial para
controlar quando a cabeca da fita atinge o fim da mesma;

b) Cabe¢a de Fita nao se Move em uma Leitura/Gravag¢ao. Na func¢éo programa,
é possivel especificar, adicionalmente ao movimento para esquerda ou direita,
que a cabec¢a permaneca parada (na célula de leitura/gravacao). O principal
objetivo desta variacao é facilitar a especificacao da funcao programa, bem
como reduzir o nimero de transigdes necessarias;

¢) Estado Final de Rejeigdo. Pode ser definido um estado final de rejeigéo, para
explicitar a condi¢do de parada com rejeicdo da entrada. Tal modificacao é
especialmente interessante pois facilita a compreensao da légica da funcao

programa. a

[ N .
/ Jopee

3.4.4 Maquinas de Turing como Reconhecedores de
Linguagens

Uma das abordagens do estudo das Ma&quinas de Turing ou mdquinas
universais em geral é como reconhecedores de linguagens, ou seja, dispositivos
capazes de determinar se uma dada palavra sobre o alfabeto de entrada pertence
ou ndo a uma certa linguagem.
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Definicao 3.7 Linguagem Aceita por uma Maquina de Turing.
SejaM = (2, Q, 1, qo, F, V, B & uma Mdquina de Turing. Entao:

a) A Linguagem Aceita por M, denotada por ACEITA(M) ou L(M), é o conjunto de
todas as palavras pertencentes a Y. * aceitas por M, ou seja:

ACEITA(M) = {w | M ao processar w e 3* para em um estado qre F}

b) A Linguagem Rejeitada por M, denotada por REJEITA(M) é o conjunto de todas
as palavras de 2* rejeitadas por M, ou seja:

REJEITA(M) = {w | M ao processar W € ».* para em um estado q ¢ F}

¢) A linguagem para qual M fica em loop infinito, denotada por LOOP(M), é o
conjunto de todas as palavras de >* para as quais M fica processando
indefinidamente. Q

As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
ACEITA(M) U REJEITA(M) U LOOP(M) = ¥*
ACEITAM) N REJEITAM) = O
ACEITA(M) n LOOP(M) = &

REJEITA(M) n LOOP(M) = &

e, portanto:

ACEITAM) ~ REJEITAM) ~ LOOP(M) = &

Conseqlientemente, o complemento de:
ACEITA(M) é REJEITA(M) w LOOP(M)
REJEITA(M) é ACEITA(M) w LOOP(M)
LOUP(W) é ACETTA(M) U REJEITA(M)
Ou seja, uma Mdquina de Turing como reconhecedor particiona o conjunto de

palavras sobre o alfabeto ¥ em classes de equivaléncia, como ilustrado na Figura
3.7.

2*

Figura 3.7 Particionamento do conjunto de palavras em classes de equivaléncia induzido
por uma Mdaquina de Turing
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EXEMPLO 3.16 Mdquina de Turing - Duplo Balanceamento.
Considere a linguagem:
Duplo_Bal = {a"" | n >0}
A Maéquina de Turing:
MT_Duplo_Bal = ({a, b}, {do, a1, a2, 43, 94}, T, qo. {4}, {A, B}, B, @)
ilustrada na Figura 3.8, é tal que:
ACEITA(MT_Duplo_Bal) = Dupio_Bal
REJEITA(MT_Duplo_Bal) = >* - Duplo_Bal
e, portanto, LOOP(MT_Duplo_Bal) = &
(B3,8,D)
I1 e a b A B R
do | (go.© D) | (a1,A D) (a3, B, D) | (a4, B, D)
a1 (91,2, D) | (a2,B,E) (91,8, D)
a2 (92, a, E) (90. A, D) | (92, B, E)
a3 (93, B, D) | (a4, B, E)
Q4

Figura 3.8 Grafo e tabela de transigdes da Maquina de Turing — Duplo Balanceamento
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O algoritmo apresentado reconhece o primeiro simbolo a, o qual é marcado
como A, e movimenta a cabeca da fita a direita, procurando o b correspondente, o
qual é marcado como B. Este ciclo é repetido sucessivamente até identificar para
cada a o seu correspondente b. Adicionalmente, o algoritmo garante que qualquer
outra palavra que nio esteja na forma anb" é rejeitada. Note-se que o simbolo de
inicio de fita ndo tem influéncia na solugao proposta.

A Figura 3.9 ilustra a seqiiéncia do processamento da Maquina de Turing
Duplo_Bal para a entrada w = aabb.

Esta linguagem ¢ um exemplo cldssico e de fundamental importancia no
estudo das linguagens, pois permite estabelecer analogia com linguagens que
possuem duplo balanceamento em sua estrutura como, por exemplo:

a) Linguagens bloco-estruturadas do tipo BEGINNEND", como a linguagem de
programacao Pascal;

b) Linguagens com parénteses balanceados na forma (")", como as expressoes
aritméticas, presentes na maioria das linguagens de programacao. a

|a|a|a|blb|8|_" [ala|a|b|blB|"_ |<5]A‘a|b|b}r31_"
Ie]A|a|b|blBl___ [alAla|B|b|B|_" mAla|B|blBl---

[e]a]a]B8 o] ]. [e]ATATB]R[8]. [e]a]A]B]P]R ].
|(31A|A|B|Blf3|___ |0]A1A!BIB‘B|_" [(}]AIAIBIBlBL"
lalAlAIBIBIBIm le]A]Alalslel_;_ l(;|A|A]B|Bl|’3I."

) (&)

Figura 3.9 Computacao de uma Maquina de Turing

Uma linguagem aceita por uma Maquina de Turing é dita Enumeravel
Recursivamente. Historicamente, o termo "enumeravel” deriva do fato de que as
palavras de qualgquer Linguagem Enumerdvel Recursivamente podem ser
enumeradas ("listadas”) por uma Mdquina de Turing; e "recursivamente” é um
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termo matemadtico antertor ao computador, com significado similar ao de
"recursdo”, usado em informdtica. Tal terminologia ficarda mais clara quando do
estudo do Capitulo 4 - Fungoes Recursivas.

Definicao 3.8 Linguagem Enumeravel Recursivamente.

Uma linguagem aceita por uma Maquina de Turing é dita Linguagem
Enumerdvel Recursivamente. a

EXEMPLO 3.17 Linguagem Enumerdvel Recursivamente.

As seguintes linguagens sdo exemplos de linguagens enumeraveis
recursivamente sendo que, para a primeira, a correspondente Mdquina de Turing
foi construida no Exemplo 3.16 (as demais sdo sugeridas como exercicio):

a) Duplo_Bal = {anb" | n >0}
b) Triplo_Bal = {a"bnc | n >0}
¢) Palavra_Palavra = {ww | weé palavra sobre os simbolos ae b}

A linguagem Palavra_Palavra é outro exemplo cldssico e de fundamental
importancia no estudo das linguagens, pois permite estabelecer analogia com
linguagens que possuem duas (ou mais) ocorréncias de um mesmo trecho de
c6digo em um programa. Por exemplo, em linguagens como Algol ou Pascal, é
necessario declarar varidveis antes de referencid-las ao longo dos comandos. 0O

Como, segundo a Hipétese de Church (ver 3.8 - Hipétese de Church), a
M4dquina de Turing é o dispositivo mais genérico de computacao, a Classe das
Linguagens Enumeravels Recursivamente define a classe de todas as linguagens
que podem ser reconhecidas mecanicamente.

Entretanto, é importante destacar que Classe das Linguagens Enumeraveis
Recursivamente, inclui algumas para as quais é impossivel determinar
mecanicamente se uma palavra ndo pertence a linguagem. Se L é uma dessas
linguagens, entdo para qualquer maquina M que aceita L, existe pelo menos uma
palavra w que nfo pertencente a L que, ao ser processada por M, a maquina
entra em loop infinito. Assim, pode-se afirmar que:

e sew pertence a L, M para e aceita a entrada;
® sew nio pertence a L, M pode parar, rejeitando a palavra, ou permanecer
em loop infinito, processando indefinidamente.

Portanto, é conveniente definir uma subclasse da Classe das Linguagens
Enumeraveis Recursivamente, denominada Classe das Linguagens Recursivas,
composta pelas linguagens para as quais existe pelo menos uma Méquina de
Turing que para para qualquer entrada, aceitando ou rejeitando.

Defini¢cao 3.9 Linguagem Recursiva.

Unma linguagem L ¢é dita Linguagem Recursiva se existe uma Maquina de Turing
M tal que:
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ACEITA(M) =L
REJEITAM) =>* - L
LOOP(M) =0 a

Portanto, a Classe das Linguagens Recursivas define a classe de todas as
linguagens que podem ser reconhecidas mecanicamente e para as quais sempre
existe um reconhecedor (“compilador”) que sempre pdra, para qualquer entrada,
reconhecendo ou rejeitando. E importante destacar que a grande maioria das
linguagens aplicadas sao recursivas e para elas, conseqiientemente, sempre
existe um reconhecedor que sempre para. Entretanto, tais reconhecedores podem
ser muito ineficientes (ver [MEN98)).

EXEMPLO 3.18 Linguagem Recursiva.

E facil verificar que as seguintes linguagens sio recursivas:
a) Duplo_Bal = {a"bn | n = 0}

b) Triplo_Bal = {a"bnc | n >0}

o) {wlwe {a, b}* e tem o dobro de simbolos a que b} ]

A seguir, sdo enunciadas algumas das principais propriedades das linguagens
enumerdveis recursivamente e das linguagens recursivas, tais propriedades
podem ser resumidas como segue e sdo detalhas em [MEN98]:

a) O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recursiva.
Conseqiientemente, existe um algoritmo que sempre péra e que reconhece o
complemento da linguagem;

b) Uma linguagem L é recursiva se, e somente se, L e seu complemento sio
enumeraveis recursivanente;

c) A Classe das Linguagens Recursivas estd contida propriamente na Classe
das Linguagens Enumeraveis Recursivamente.

3.4.5 Maquinas de Turing como Processadores de Funcoes

Uma das principais abordagens das Mdquinas de Turing é como processador
de funcdes. O estudo é restrito as func¢bes de mapeamento de palavras de um
alfabeto 3 em uma palavra do mesmo alfabeto. Em termos praticos, a maioria
das funcdes pode ser facilmente transformadas em funcées desse tipo.

A seguir, é apresentada a defini¢do de fun¢ido computada para uma Maquina
de Turing. Sugere-se como exercicio comparar e diferenciar com a definicdo de
funcdo computada introduzida no Capitulo 2 - Programas, Mdquinas e
Computacgoes.
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Definicdo 3.10 Funcao Turing-Computavel.
Uma fungéo parcial:
f N - ¥

é dita Fung¢ao Turing-Computdvel ou simplesmente Fun¢do Computdvel se existe
uma Maquina de TuringM = (3, Q, I1, qg, F, V, B, &) que computa f, ou seja:

a) Para (wq, wp, ..., wpy) € (3¥)N, tem-se que a palavra de entrada para M é:
S Wi W ... Wp

b) Se f é definida para (w1, w2, ..., Wy), entdo o processamento de M para a
entrada © w1 w2 ... wp é tal que:

e para (aceitando ou rejeitando);
e o conteudo da fita é (excetuando-se os simbolos brancos):

S wW

¢} Se f é indefinida para (wq, w2, ..., Wp), entdo M, ao processar a entrada
@ W1{ W2 ... Wp, fica em loop infinito. oo

Observacao 3.11 Funcgio Turing-Computavel x Condi¢ao de Parada.

Na definicdo acima, é considerado como resultado do processamento de M
somente o conteddo gravadol na fita. Portanto, relativamente & funcio
computdvel, um processamento que pdra em um estado ndo-final é
perfeitamente valido. a

Observacido 3.12 Simbolo Auxiliar de Entrada .

Ao especificar uma n-upla na fita de entrada, pode haver a necessidade de
delimitar suas componentes. Neste caso, é usual utilizar # como simbolo especial
de delimitacdo, como exemplificado a seguir para a n-upla (w1, wp, ..., wp}):

Owrfwol . #Hwy a

EXEMPLO 3.18 Mdquina de Turing — Concatenagdo.

Considere a func¢ao (total):
concatenagdo: ({a, b}*)" — {a, b}*

tal que associa ao par (w1, wp) a palavra wiw2. A Mdquina de Turing:

Conc = ({a, b, #},{q0. 91. 92, 43, a4}, IL, do. {a4}, @, B, ©)
é como ilustrada na Figura 3.10. ' -V



\ e, e D)
a,a, D)
b, b, D)
# #, D)
(#,B,E)
(b, B, E)
(b, a, E)
(a, a, E) > qs :] (b, b, E)
(a, b, E)
(#,b, E)
I1 o a b # R
q0 {(90.¢,D) | (q0.a,D) { (qo. b, D) | (go0.# D) | (91, R, E)
a4 (42,8, E) | (93.B.E) | (a4, R E)
q2 (92,a,F) | (93,8,E) | (94,2, E)
a3 (92.b,E) | (93, b,E) | (4, b, E)
d4

Figura 3.10 Grafo e tabela de transi¢cges da Maquina de Turing - Concatenagao

O algoritmo apresentado recebe como entrada a palavra:

o wq#wp

Inicialmente, posiciona a cabega no dltimo simbolo da palavra de entrada. Apés,
move a cabeca para a esquerda até encontrar o simbolo #, quando para.
Enquanto move a cabega, ao ler um simbolo, grava sobre este o simbolo lido
anteriormente. A memoriza¢do do simbolo anterior é realizada pelos estados

como segue:

g2 memoriza que o simbolo anterior é a
Q3 memoriza que o simbolo anterior é b




EXEMPLO 3.20 Mdquina de Turing - Fungdo Quadrado.

Considere a funcéo (total):

quadrado: {1}* — {1}*

tal que associa o valor natural n, representado em unério, ao valor n2 (também
em undrio). A Mdquina de Turing:

Quadr = ({1}, {qo, g1, 92, ..., 913}, I, o, {913}, {A, B, C, D}, B, &)

ilustrada na Figura 3.12 e onde I1 é como na Figura 3.11.

I o 1 A B C R
@ | @.0.0) | @nAD) (0. B, D) (@. B, E)
as @ 1.0) | 1.8, D) (a2 B.E)
@ |, (@218 | @AD (%86

a3 |(a13. e D) (a4, B, E)

a4 \(% AD) | "(Q4, B, E) ‘

as | | (@.C.B) (@12, 8, E)
% | (@7.0.D) (@6.1,5) (3. C. 6

a7 ‘('Q&A‘ D)

as (9s. A, D) ) @1.C.0) |

do (@.1.D) | (do. B.D) { (a8, C. D) | (@10, 1. E)
a0 (@10.1.8) | "(@8,A.D) | (a10.B,E) | (@10, C. B)

ann | (@12.1.8) @.C.B | (@1 C.D)

g2 | (@13, @, D) (@12, 1, B) (@12, 1, B)

d13

Figura 3.11 Tabela de transi¢oes da Maquina de Turing ~ Funcdo Quadrado

O algoritmo apresentado recebe como entrada a palavra:

S Ny

onde N1 denota o valor n representado em unéario sobre {1}. Assim, (n{)2 é
simplesmente ny concatenado consigo mesmo n vezes, ou seja:

(n)2=n1ny....nq

Tal concatenacao ¢ obtida como segue:

(n vezes)

no ciclo em qg, g1 e gz, é gerado @naNg (NA é em undrio sobre {A} e ng,

sobre {B});

® em (o, 3 e g4, é retirado um simbolo B de ng, resultando em na (n-1)g




PRI

® em (s até q11, a subpalavra (n-1)g é usada para controlar concatenacgdes
sucessivas, resultando em:
ena(n-1c(n-11(n-1)1...(n-1)1  onde (n-1)1 é repetida n-1 vezes
e por fim, em Qqq2, as subpalavras na (n-1)c sao substituidas por nq (n-1)1,
resultando em:
anq(n-11(n-1)1(n-1)1...(n-1)1  onde (n-1)1 é repetida n vezes
® ou seja, o comprimento da palavra resultante é:
n+(n-1*n =n+(n2-n)=n? a
<, D) (1,1, D) (1,1, E)
B, D) (B,B,D) (B, B, E)

Figura 3.12 Grafo da Maquina de Turing — Func¢do Quadrado
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Definicdo 3.13 Func¢ao Turing-Computavel Total.

Uma fungao total:
f(EMN - 3*
é dita Fung¢ao Turing-Computdvel Total ou simplesmente Fung¢ao Computduvel

Total se existe uma Mdquina de TuringM = (3, Q, I, qo, F, V, B, &) que computa f
e sempre para para qualquer entrada. a

A defini¢do de uma fun¢do Turing-computdvel total é intuitiva, ou seja, existe
uma Madquina de Turing que a computa e que sempre pdara para qualquer
entrada. Sugere-se como exercicio verificar se os exemplos acima de funcoes
Turing-computdveis sao totais.

Observacio 3.14 Maquina de Turing como Reconhecedor x
Funcao Turing-Computavel.

Toda Maquina de Turing vista como um reconhecedor de linguagem também pode
ser vista como um processador de funcdo. De fato, é suficiente modificar a
Miéquina de Turing reconhecedora para, ao identificar uma condigdo de aceitacgao
ou rejeicao, gravar na fita uma informacao sobre tal condigdo e, somente apos,
parar. Esta informacdo pode ser do tipo bindria como, por exemplo (suponha
uma Mdquina de Turing sobre o alfabeto {a, b}):

G a saida que identifica aceitagéo

eb saida que identifica rejei¢ao

Tal modificagdo ndo é tdo trivial como aparenta inicialmente, pois o
reconhecimento de uma entrada pode gerar qualquer informacao na fita, inclusive
brancos intercalados com outros simbolos. Assim, o algoritmo modificado, na
tentativa de substituir todos os demais simbolos (excetuando-se os que codificam
a condigdo aceita ou rejeita), pode entrar em loop infinito. Um detalhamento
correto de tal modificacdo é sugerido como exercicio.

A abordagem inversa também pode ser feita. Ou seja, toda funcao Turing-
computavel pode ser vista como uma Madquina de Turing como reconhecedor.
Neste caso, é suficiente modificar a funcdo como um problema do tipo sim
(aceita) ou nao (rejeita). Tal questdo é detalhada quando do estudo da
solucionabilidade de problemas.

Conseqiientemente, é usual unificar as nomenclaturas como, por exemplo:

¢ Fungao Turing-Computavel e Fung¢do Enumerdvel Recursivamente;
¢ Fungao Turing-Computavel Total e Func¢do Recursiva. ]

3.4.6 Equivaléncia entre as Maquinas de Turing e Norma

A seguir prova-se que a Maquina de Turing é equivalente 4 Maquina Norma.
Além de reforgar as evidéncias de que ambas sdo maquinas universais, também
fica caracterizado que, de fato, Norma pode definir e manipular cadeias de
caracteres (conforme introduzido em 3.3.5 - Cadeias de Caracteres).
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Resumidamente, a prova é como segue:

a) Turing < Norma. A estrutura de fita da Maquina de Turing é simulada em
Norma usando uma estrutura de arranjo unidimensional;

b) Norma < Turing. Conforme introduzido na Observagdo 3.2, na Madquina
Norma, os registradores X e Y sdo suficientes para realizar qualquer
processamento. Assim, uma Médquina de Turing pode simular os dois
registradores como segue:

b.1) O conteido de cada registrador (valor natural) é implementado de
forma undria em Turing (ou seja, a repeticio de um mesmo simbolo ao
longo da fita, tantas vezes quanto for o valor do nimero natural);

b .2) O registrador X ocupa as células impares da fita, e Y, as pares.

Lembre-se que, no conceito de simulagio, é necessario considerar fungoes de
codificacdo e decodificagdo para permitir comparar méquinas com diferentes
conjuntos de entrada e saida.

Teorema 3.15 Miquina de Turing < Maquina Norma.

O formalismo Méquina de Turing pode ser simulado pelo formalismo Maquina
Norma.

Prova:

Como sugerido em exercicio, sem perda de generalidade, pode-se supor que a
fungdo programa de uma Maquina de Turing é total. Suponha uma Maquina de
TuringM = (2, Q, I, go, F, V, R, ). Entao, a simulacio de M por um programa P
em Norma pode ser definida como segue:

Fita. A fita € simulada como um arranjo unidimensional em X, sendo que cada
célula da fita corresponde a uma posigao do arranjo. Adicionalmente, o simbolo de
cada célula é codificado como um ndmero natural como segue: para um alfabeto
2 ={a1, a2, ..., ap}, o simbolo a; é codificado como o natural i, e os simbolos
especiais B e @ como zero e n+1, respectivamente;

Estados. Para os estados de Q = {go, g1, ..., Gn} em M, o programa P em Norma
possui correspondentes instrugdes rotuladas por 0, 1, ..., n. Portanto, o rétulo
inicial de P é 0 (pois gp € o estado inicial de M) e, para qualquer qf € F, £ é rétulo
final de P;

Estado Corrente. O estado corrente de M é simulado em Norma, usando o
registrador Q, o qual assume valores em {0, 1, ..., n} {correspondendo aos
estados qg, q1, ..., qn);

Cabeca da Fita. A posigdo corrente da cabeca da fita de M é simulada usando o
registrador C de Norma, o qual contém a posigio corrente do arranjo em X e é
inicializado com o valor 1;

Fungdo Programa. A simulagdo de uma transicéo de M da forma:

T{qu. ap = (quv, as, M)
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onde m assume valores em {E, D} (esquerda e direita), é dada pelo trecho de
programa de P em Norma abaixo, onde cada instrugéao rotulada u é, na realidade,
uma chamada de macro, a qual implementa a transi¢io de M, contendo
instrucdes rotulas para o novo estado, gravagao na fita e movimento da cabega
(lembre-se que é suposto que a fun¢ao programa é total). Note-se que:

a) No trecho de programa é suposto que o movimento da cabeca da fita é para a
direita e, portanto é adicionado 1 ao registrador C; caso o movimento seja
para a esquerda, é necessario subtrair 1;

b) A transicdo depende do estado corrente q, e do simbolo kido &, Assim, na
instrucdo rotulada por u, é especificado um desvio incondicional para uma
instrucéo rotulada pelo par (u, 1), usando a codificagdo de n-uplas do Exemplo
3.1 (lembre-se que o conteiido de Q e X(C) sdo u e r, respectivamente). Por
simplicidade, os detalhes de como implementar o cdlculo da expressao
2Q % 3X(C) sao omitidos, mas podem ser facilmente deduzidos a partir dos
exemplos discutidos;

¢) As macros End_A e End_Q referem-se ao enderegamento indireto definido no
Exemplo 3.15. O conteddo do registrador A é denotado por a.

ur faca A:=2Qx3X(C) v4_para End_A

a: faca X(C) =s véd_para aj grava na fita
al: faca adc va_para as move a cabecga para a direita
as: faca Q:=v va_para End_Q novo estado

Adicionalmente, a cada rétulo final f corresponde o seguinte trecho de programa
em P, o qual especifica que o contetdo de X ("fita") é atribuido a Y (pois, em
Norma, a funcao de saida retorna o valor do registrador Y):

f: faca Y =X vé_para fim

fim:

Codificagdo. O conteudo inicial da fita é codificado em X, visto como um arranjo
unidimensional (ver o item Fita acima) ;

Decodificacao. Decodifica de Y, o conteudo final da fita. A decodificago € o inverso
do especificado no item Fita acima.

Sugere-se, como exercicio, a simula¢do, por Norma, das condigdes de ACEITA e
REJEITA de parada da Mdquina de Turing. a

Teorema 3.16 Maquina Norma < Maquina de Turing.

O formalismo Méquina Norma pode ser simulado pelo formalismo Méquina de
Turing.
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Lembre-se que, de acordo com a Observacdo 3.3 - Programa Monolitico X
Programa Recursivo, é suficiente considerar o caso de programas monoliticos.
Entao, suponha um programa monolitico P para Norma, mas com somente dois
registradores X e Y (como na Observacgdo 3.2). Entdo, a simulagdo de P para
Norma por uma Maquina de TuringM = (2, Q, I, qg, F, V, B, ©), onde o alfabeto 3,
é 0 conjunto undrio { 1}, pode ser definida como segue:

Registrador X. O conteddo do registrador X é armazenado em unario nas células
pares da fita de M. Assim, se o natural em X é x, entdo X células pares da fita
possuem o simbolo 1;

Registrador Y. Analogamente ao registrador X, o registrador Y é armazenado na
fita em undrio, mas nas células impares (excetuando-se a primeira, reservada
para o marcador de inicio de fita ©);

Rotulos de Instrugoes. A cada rétulo r de instrugéo de P corresponde um estado gy
de M. Aos rétulos inicial e finais correspondem os estados inicial e finais,
respectivamente;

Programa. O programa P de Norma pode ser simulado por M como segue:

a) Adi¢ao. Uma instrucao rotulada de P da seguinte forma:

r: faca adk vd_para s

pode ser simulada por um trecho da funcao programa de M resumido como
segue:

a.1) No estado qr, move a cabeca, pesquisando as células pares (caso K = X)
ou impares (caso K = Y), até encontrar o primeiro branco, o qual é
substituido pelo simbolo 1;

a.2) Reposiciona a cabec¢a no inicio da fita e assume o estado qg;

b) Subtragao. Uma instrucdo rotulada de P da seguinte forma:

r: faca subk va_para s

pode ser simulada por um trecho da funcao programa de M resumido como
segue:

b.1) No estado gr, move a cabeca, pesquisando as células pares (caso K = X)
ou impares (caso K=Y), até encontrar o dltimo simbolo 1, o qual é
substituido por branco. Caso a primeira célula pesquisada ja contenha
o simbolo branco, nada é substituido;

b.2) Reposiciona a cabeca no inicio da fita e assume o estado Qg

¢) Teste. Uma instrugao rotulada de P da seguinte forma:

r: se ZeroK va_para S sendo vé_para t

pode ser simulada por um trecho da fungido programa de M resumido por:
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¢.1) No estado qr, move a cabeg¢a, pesquisando a primeira célula par (caso
K = X) ou segunda célula impar (caso K =Y - lembre-se que a primeira
célula impar é reservada para o marcador de inicio de fita &);

c.2) Caso a célula pesquisa contenha o simbolo branco, reposiciona a
cabeca no inicio da fita e assume o estado Qs; caso contrdrio,
reposiciona a cabega no inicio da fita e assume o estado q.

Codificagao. O conteudo inicial do registrador X é codificado em unadrio nas células
pares da fita de M (ver item Registrador X);

Decodificagao. Decodifica da fita, o valor final do registrador Y. A decodificagédo ¢ o
inverso do especificado no item Registrador X acima. a

3.5 Outros Modelos de Maquinas Universais

Uma das razoes para considerar-se a Mdaquina de Turing (ou Norma) como o
mais geral dispositivo de computagao é o fato de que todos os demais modelos de
maquinas propostos possuem, no maximo, a sua capacidade computacional.

A seguir, sdo introduzidos os seguintes modelos de maquinas universais:

a) Mdquina de Post. A principal caracteristica da Maquina de Post é que usa
uma estrutura de dados do tipo fila para entrada, saida e memoria de
trabalho. Estruturalmente, a principal caracteristica de uma fila é que o
primeiro valor gravado é também o primeiro a ser lido (uma leitura exclui o
dado lido), como ilustrado na Figura 3.13. Sugere-se como exercicio uma
comparacdo das estruturas de fita e fila.

b) Mdaquina com Pilhas. Como o proprio nome indica, a principal caracteristica
da Mdquina com Pilhas é que usa estrutura do tipo pilha {(introduzida no
Exemplo 3.14) como memoria de trabalho. Entretanto, sdo necessdrias pelo
menos duas pilhas para que a Maquina seja, de fato, Universal.

leitura - . gravagao
de de
' dados
dados

dados armazenados

inicio fim
da # da
fila = - fila

Figura 3.13 Estrutura do tipo fila



Os modelos Mdquina de Post e Mdquina Finita ou Autémato Finito com duas
Pilhas constituem classes de maquinas equivalentes 4 da Maquina de Turing.
Assim, para cada Méquina de Turing existe uma Maéquina de Post e um
Autémato Finito com duas Pilhas capaz de realizar o mesmo processamento e

vice-versa.

Um resultado importante que pode ser estabelecido das equivaléncias destas
maquinas universais é que, referente as estruturas de dados:

¢ infinitos registradores (Norma), fita infinita (Mdquina de Turing) e fila
(Mdquina de Post) sdo estruturas que podem simular umas as outras;

® &0 necessdrias pelo menos duas pilhas (Mdquina com Duas Pilhas) para
simular as demais estruturas de dados. Tal fato é detalhado adiante em
3.7 - Hierarquia de Classes de Maquinas.

3.5.1 Maquina de Post

Assim como Turing, Emil Leon Post propos, também em 1936, um modelo de
Maquina Universal denominado Mdquina de Post ([POS36}). Uma M4quina de
Post consiste, basicamente, de duas partes:

a) Varidvel X Trata-se de uma varidvel do tipo fila e é utilizada como entrada,
saida e memoria de trabalho.

b) Programa. E uma seqiiéncia finita de instrucdes, representado como um
diagrama de fluxos (espécie de fluxograma), onde cada vértice é uma
instrucdo. As instrugtes podem ser de quatro tipos:

partida
parada
desvio
atribuicao
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A varidvel X nao possui tamanho nem limite fixos. Seu comprimento é igual
ao comprimento da palavra corrente armazenada. Os simbolos podem pertencer
ao alfabeto de entrada ou a {#}, Unico simbolo auxiliar. Inicialmente, o valor de X
é a palavra de entrada. Caso X nao contenha simbolos, a entrada ¢ vazia,
representada por €.

Definicdo 3.17 MAquina de Post.

Uma Mdquina de Post é uma tripla:
M=(,D,#)

onde:

Y alfabeto de simbolos de entrada;

D  programa ou diagrama de fluxos construido a partir de componentes
elementares denominados partida, parada, desvio e atribuicéo;

# simbolo auxtliar.

As componentes elementares de um diagrama de fluxos sdo como segue:

sl

Partida. Existe somente uma instrucio de inicio (partida) em um programa a
qual é representada como ilustrado na Figura 3.14 (esquerda);

b) Parada. Existem duas alternativas de instruc¢oes de parada em um
programa, uma de aceitacdo (aceita) e outra de rejeicho (rejeita),
representadas como ilustrado na Figura 3.14 (direita);

Figura 3.14 Partida (esquerda) e parada (direita) em um diagrama de fluxos

¢) Desvio ou Teste. Determina o fluxo do programa de acordo com o simbolo mais
4 esquerda da palavra armazenada na varidvel X (inicio da fila). Também
deve ser prevista a possibilidade de X conter a palavra vazia. Portanto, € um
desvio condicional, e trata-se de uma fungdo total, ou seja, definida para todos
os valores do dominio. Assim, se o cardinal de Y é n, entdo existem n+2
arestas de desvios condicionais, pois se deve incluir as possibilidades # e ¢,
como ilustrado na Figura 3.15, onde X «ler(X) denota uma leitura destrutiva
ou seja, que & o simbolo mais a esquerda da palavra, retirando da mesma o
simbolo lido.
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X « ler(X)

LT

Figura 3.15 Desvio em um diagrama de fluxos

d) Atribuicao. Concatena o simbolo indicado (pertencente a ¥ U{#}) a direita da
palavra armazenada na varidvel X (fim da fila). A operacdo de atribuigio é
representada como ilustrado na Figura 3.16, supondo que s e 3 U {#}. a

'

X« Xs

v

Figura 3.16 Atribuicdo em um diagrama de fluxos

Em um diagrama de fluxos, existe somente uma instrucdo de partida, mas
podem existir diversas (zero ou mais) instrugdes de parada, tanto de aceitacio
como de rejeicdo. Uma palavra de entrada é aceitada ou rejeitada, se a
computacdo, iniciada com a varidvel X, contendo a entrada, atingir uma
instrugdo aceita ou rejeita, respectivamente. Note-se que é perfeitamente
possivel uma Maquina de Post ficar em loop infinito (sugere-se, como exercicio,
exemplificar um loop infinito).

Em um desvio, se X contém a palavra vazia e, entdo segue o fluxo
correspondente. Caso contrdrio, 1é o simbolo mais & esquerda da palavraem X e o
remove apos a decisio de qual aresta do fluxo indica a préxima instrucao.

EXEMPLO 3.21 Madquina de Post — Duplo Balanceamento.

Considere a seguinte linguagem introduzida no Exemplo 3.16:
Duplo_Bal = {amb" | n > 0}

A Méquina de Post:
Post_Duplo_Bal = ({a, b}, D, #)

onde D é como ilustrado na Figura 3.17, é tal que:
ACEITA(Post_Duplo_Bal) = Duplo_Bal
REJEITA(Post_Duplo_Bal) = ¥* - Duplo_Bat

e, portanto, LOOP(Post_Duplo_Bal) = &
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a be #

X~ Xa
A4
X « ler(X)
bi # ae
Y \

X « Xb X X# rejeita }

l

Figura 3.17 Diagrama de Fluxo da Maguina de Post — Duplo Balanceamento

O algoritmo & e remove o primeiro simbolo a. Apés, realiza uma varredura
circular em busca do correspondente b. Esta varredura é realizada através de
sucessivas leituras (e remocoes), armazenando o simbolo lido a direita de X. Ao
encontrar o b, este é removido, e uma nova varredura circular é realizada até o
fim da palavra de entrada (identificado pelo simbolo auxiliar #, atribuido a X no
inicio do processamento). Este ciclo é repetido até restar a palavra vazia ou
ocorrer alguma condigéo de rejeigio. Compare este algoritmo com o apresentado
no Exemplo 3.16 para a Maquina de Turing. |

A seguir prova-se que a Maquina de Post é equivalente & Maquina de Turing,
refor¢ando a evidéncia de que sao maquinas universais. Resumidamente, a prova

€ como segue!
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a) Turing <Post. A estrutura de fita da Maquina de Turing é simulada em Post,
usando a varidvel X, onde a posicdo corrente da cabeca corresponde a
primeira posi¢do da fila,

b) Post <Turing. A variavel X da Mdquina de Post é simulada em Turing, usando
a estrutura de fita, onde a primeira posi¢do da fila corresponde a posigio
corrente da cabeca da fita.

Nos teoremas a seguir, sao apresentados os resumos dos algoritmos que
realizam a constru¢do da mdquina equivalente. A demonstraciao completa
necessita detalhar tais algoritmos e provar que funcionam sempre, usando a
técnica de inducao.

Teorema 3.18 Maquina de Turing < Maquina de Post.

O formalismo Maquina de Turing pode ser simulado pelo formalismo Maquina de
Post.

Prova:

Suponha uma Mdquina de Turing M = (¥, Q, 1, qo, F, V, B, &). Entéio, a simulacao

X uVu{a} D, #) pode ser definida como

de M por uma Mdquina de Post M’

segue:

a) Fita. A fita é simulada pela variavel X, e a posi¢do corrente da cabeca da fita
é representada pela primeira posi¢io da fila. A fita ilustrada na Figura 3.18 é
simulada pela varidvel X com o seguinte contetudo:

X=azasq..aptagar

Observa-se que o simbolo especial # foi introduzido, para indicar na varidvel X
o que estava a esquerda da cabega da fita, a partir do inicio da fita;

D] aj ar as aq ann ap 3 aua

<

controle

Figura 3.18 Fita e posicao da cabeca da fita

b} Movimento para a Esquerda. Considere o movimento para a esquerda da
cabeca da fita ilustrado na Figura 3.19. Assim, o contetido da varidvel X antes
do movimento é o seguinte:

X =azas..apntaqaz

Para simular o movimento para a esquerda, bem como a substitui¢do do
simbolo az por Az, é necessario alterar o conteido de X como segue:
X=azAzaq4 .. apttay
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Para tal, é necessario executar tantos testes e atribui¢des quantos forem os
simbolos da palavra corrente. O detalhamento de um diagrama de fluxos de
uma Maquina de Post que simula este movimento € sugerido como exercicio;

antes Q a1 32 a3 3.4 LA ] an B mus
controle
depOiS < a1 a AS aq ann an 3 sum
controle

Figura 3.19 Movimento para a esquerda: antes (acima) e depois (abaixo)

¢} Movimento para a Direita. Considere o movimento para a direita da cabega da

fita ilustrado na Figura 3.20. Assim, o conteddo da varidvel X antes do
movimento é o seguinte:

X =azazas..anttaq

Para simular o movimento para a direita, é necessdrio alterar o conteudo de X
como segue, o que é trivial:

X=azaq4..an#aiAz

antes o a ag as as | ==e | ap 3
controle
depOiS & a4 A2 az as LR dan B unw
{mm}T

Figura 3.20 Movimento para a direita: antes (acima) e depois (abaixo)
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d) Estados. A simulacao dos estados é como segue:

4’1) Estado Inicial."Simulado pela mstrugao partida;
d.2) Estados Finais. Simulados pela instrugio aceita;

d.3) Demais Estados. Cada estado corresponde a uma instrucdo teste;

e} Condigoes de Rejeicdo. As condigtes de rejeicdo da Mdquina de Turing (fungdo
programa indefinida ou movimento invdlido) sdo simuladas em Post pela
instrucao rejeita. d

Teorema 3.19 Maquina de Post < Maquina Turing

O formalismo Mdaquina de Post pode ser simulado pelo formalismo Maquina de
Turing.

Prova:
Suponha uma Mdquina de Post M = (3, D, #). Entao, a simula¢do de M por uma
Médquina de Turing M' = (%, Q, 11, qo, F. {#}, B, &) pode ser definida como segue:

a) Varigvel X. A varidavel X é simulada pela fita, e a posi¢cao da cabeca da fita
representa a posicdo mais a esquerda da fila. Assim, para

X=arazaz...am#am+1...an

a fita e a cabeca da fita sao como ilustrado na Figura 3.21.

) aq ao as ame | 8m # am+1 | wem an 3

2

controle

Figura 3.21 Simulacao da fila pela fita

b) Desuvio. Suponha que o conteudo da varidvel X é:
X =aqazaz...am#am+1...an

Portanto, a leitura e remog¢ao do simbolo mais a esquerda resulta no seguinte
conteudo de X:

X=araz..am#am+1...an

Isto pode ser simulado pela alteragao da fita e da cabeca da fita ilustrada na
Figura 3.22.
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controle

Figura 3.22 Simulagdo da de uma leitura e remocao: antes (acima) e depois (abaixo)

¢) Atribuicao. A concatenac¢do de um simbolo s deve sempre ser a direita do
conteudo da variavel X (ou seja, no fim da fila). Assim, para o conteiddo de X
como segue:
X=at..am#am+1...3n

resulta no seguinte conteudo de X:
X=ar..am#a3m+1...anS

o que pode ser simulado pela Mdquina de Turing como ilustrado na Figura
3.23. Para tal, é necessdrio mover a cabeca para o fim da fita, gravar o

simbolo s e retornar para a posi¢do correspondente ao primeiro simbolo da
fila.

antes | © | a1t [ eee]am | ¢ [am a0 | B | B [aee

PN

controle

depois | © | @ [ereJam | ¢ Jama]eee]an [ s [ B [ans

P

controle

Figura 3.23 Simulacio de uma concatenagdo: antes (acima) e depois (abaixo)

d) Partida. A instrucdo partida pode ser simulada em uma Méquina de Turing
usando o estado inicial;

e) Aceita. Uma instrucao aceita pode ser simulada em uma Maquina de Turing
usando um estado final;

f) Rejeita. Uma instrucio rejeita pode ser simulada em uma Maquina de Turing
usando uma condi¢io excepcional de parada (como um movimento invalido).d



3.5.2 Magquina com Pilhas

Mdquina com Pilhas diferencia-se das Madquinas de Turing e de Post
principalmente pelo fato de possuir a memoéria de entrada separada das
memodrias de trabalho e de saida. Essas estruturas auxiliares sdo do tipo pilha, e
cada mdquina possul zero ou mais pilhas.

Um resultado importante que serd detalhado adiante é o fato de que a Classe
das Maquinas com Duas Pilhas possui o mesmo poder computacional que a
Classe das Maquinas de Turing. Assim, o uso de mais de duas pilhas nio
aumenta o poder das maquinas com pilhas. Entretanto, com somente uma pilha,
o poder computacional é reduzido significativamente. Veja a Figura 3.36, onde é
feita uma comnparacio do poder computacional dos diversos formalismos.

As seguintes concluses podem ser estabelecidas sobre o namero de pilhas e o
poder computacional das maquinas com pithas:

a) Mdquina Finita. Uma Mdquina Finita, que corresponde a uma Mdquina Sem
Pilha, possui um poder computacional relativamente restrito, pois nio tem
memoria auxiliar para armazenar informacgoes de trabalho. Por exemplo, ndo
existe Mdaquina Sem Pilha capaz de reconhecer um duplo balanceamento
como em {ahbn In > 0}. Entretanto, ¢ uma classe de mdquinas de
fundamental importdncia no estudo das Linguagens Formais (IMEN98])
como em editores de textos e analisadores 1éxicos;

b} Mdquina com Uma Pilha. A Classe das Mdquinas com Uma Pitha, embora
mais poderosa que a Classe dos Maquinas Finitas, ainda possui uma
capacidade computacional restrita. Por exemplo, ndo existe Mdquinas com
Uma Pilha capaz de reconhecer um triplo balanceamento como em
{a"bncn | n > 0} (procure intuir por qué ndo existe tal maquina). Entretanto,
também é uma classe de mdquinas de fundamental importincia no estudo
das Linguagens Formais ((MEN98]) como em compiladores de linguagens tipo
Pascal;
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¢) Mdquina com Duas Pilhas. Conforme serd verificado adiante, a Classe das
Méquinas com Duas Pilhas possul o mesmo poder computacional que a
Classe das Mdquinas de Turing ou de Post;

d) Mdquina com Mais de Duas Pilhas. A Classe dos Mdquinas com Mais de Duas
Pilhas possui o mesmo poder computacional que a Classe dos Maquinas com
Duas Pilhas. Ou seja, para qualquer maquina com mais de duas pilhas, é
possivel construir uma equivalente com, no méaximo, duas pilhas que realiza o
mesmo processamento.

Pilhas constituem um tipo de estrutura de dados usado em Ciéncia da
Computacdo ha algum tempo. Entretanto, somente na década de 1960, o modelo
Maéguina com Pilhas foi formalizado e devidamente estudado ((OET61], [SCH67]
e [EVE63]).

Uma Mdquina com Pilhas consiste, basicamente, de trés partes:

a) Varidvel X. Trata-se de uma varidvel de entrada, similar 4 da Mdquina de
Post, mas usada somente para entrada;

b) Varidveis Y, Trata-se de variaveis do tipo piltha, e sdo utilizadas como
meméria de trabalho;

¢) Programa. E uma seqiiéncia finita de instrugdes, e é representado como um

diagrama de fluxos (espécie de fluxograma), onde cada vértice é uma
Instrucido. As instrugdes podem ser de cinco tipos:

partida

parada

desvio

desempilha

empilha

A varidvel X nao possui tamanho nem limite fixos. Os simbolos pertencem ao
alfabeto de entrada. Inicialmente, o valor de X é a palavra de entrada e seu
comprimento é igual a0 comprimento da palavra corrente armazenada. Caso X
néo contenha simbolos, a entrada é vazia, representada por €.

As varidveis Y;, em numero variavel mas finito, também ndo possuem
tamanho nem limite fixos, e os simbolos pertencem ao alfabeto de entrada (néo
existem simbolos auxiliares). Inicialmente, o valor de cada pilha Yj é a palavra
vazia, e seu comprimento, é igual ao comprimento da palavra corrente
armazenada.

E importante reparar que, embora os modelos Méquina de Post e Mdquina
com Pilhas possuam alguma semelhanca, existe uma grande diferenca na forma
de manipular seus dados. Na Mdaquina de Post, em uma fila, pode-se ler (e
remover) simbolos em uma extremidade e armazenar na outra. Assim, os dados
“circulam”. Em uma Maquina com Pilhas, o armazenamento e leitura (e
remocio) é sempre na mesma extremidade.



Definicdo 3.20 Maquina com Pilhas.

Uma Mdquina com Pilhas é uma dupla:

M= (2, D)

onde:

2 alfabeto de simbolos de entrada;

D  programa ou diagrama de fluxos construido a partir de componentes
elementares denominados partida, parada, desvio, empilha e
desempitha.

As componentes elementares de um diagrama de fluxos sao como segue:

a)

b)

c)

Partida. Existe somente uma instrugéo de inicio (partida) em um programa a
qual € representada como ilustrado na Figura 3.24 (esquerda);

Parada. Existem duas alternativas de instrucdes de parada em um
programa, uma de aceitacdo (aceita) e outra de rejeicao (rejeita),
representadas como ilustrado na Figura 3.24 (direita)

5

Figura 3.24 Partida (esquerda) e parada (direita) em um diagrama de fluxos

Desvio (ou Teste) e Desemptlha. Determina o fluxo do programa de acordo com
o simbolo mais a esquerda da palavra armazenada na varidvel X (desvio) ou
no topo da piltha Yj (desempilha). Também deve ser prevista a possibilidade
de a varidvel conter a palavra vazia. Portanto, é um desvio condicional, e
trata-se de uma funcdo total, ou seja, definida para todos os valores do
dominio. Assim, se o cardinal de ¥ é n, entdo existem n+1 arestas de desvios
condicionais, pois se deve incluir a possibilidade ¢, como ilustrado na Figura
3.25, onde X « ler(X) denota uma leitura destrutiva, ou seja, que 1& o simbolo
mais & esquerda de X ou do topo de Y, retirando da estrutura o simbolo lido.

X « ler(X) Yi ler(Y))

S !

Figura 3.25 Desvio (esquerda) e desempilha (direita) em um diagrama de fluxos
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d) Empilha. Empilha um simbolo (pertencente a >) no topo da pilha indicada, ou
seja, concatena o simbolo na extremidade da palavra armazenada na variavel
Yi. A operacdo empilha é representada como ilustrado na Figura 3.26,
supondo que s € 2. a

'

Yi ¢ sYj

!

Figura 3.26 Empilha em um diagrama de fluxos

Analogamente & Maquina de Post, em uma Mdquina com Pilhas, tem-se que:

¢ em um diagrama de fluxos, existe somente uma instrugio de partida, mas
podem existir diversas (zero ou mais) instrugées de parada, tanto de
aceitacdo como de rejeigao;

e uma palavra de entrada é aceitada ou rejeitada, se a computacdo, iniciada
com a variavel X, contendo a entrada, atingir uma instrug¢io aceita ou
rejeita, respectivamente;

* ¢ perfeitamente possivel uma Mdquina com Pilhas ficar em loop infinito
(sugere-se, como exercicio, exemplificar um loop infinito);

® em um desvio (respectivamente, desempilha), se X (respectivamente, Y;)
contém a palavra vazia g, entdo segue o fluxo correspondente; caso
contrdrio, 1&€ o simbolo mais & esquerda de X (respectivamente, no topo de
Y} e o remove ap6s a decisdo de qual aresta do fluxo indica a préxima
instrucao.

EXEMPLO 3.22 Maquina com Pilhas — Duplo Balanceamento.
Considere a seguinte linguagem introduzida no Exemplo 3.16:
Duplo_Bal = {a"b" | n >0}
A Méaquina com Pilhas:
Pilhas_Duplo_Bal = ({a, b}, D)

onde D é como ilustrado na Figura 3.27, é tal que:
ACEITA(Pilhas_Dupio_Bal) = Duplo_Bal
REJEITA(Pilhas_Duplo_Bal) = >* - Duplo_Bal

e, portanto, LOOP(Pilhas_Duplo_Bal) = &
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Y « aY¥Y

aceita

Figura 3.27 Diagrama de Fluxo da Maquina com Pilhas — Duplo Balanceamento

O algoritmo lé o prefixo de simbolos a e empilha na tnica pitha utilizada Y.
Ap6s, para cada simbolo b em X deve existir um correspondente a em Y. Compare
este algoritmo com o apresentado no Exemplo 3.21 para a Mdquina de Post. 2

EXEMPLO 3.23 Madquina com Pilhas — Triplo Balanceamento.

Considere a seguinte linguagem introduzida no Exemplo 3.18:
Triplo_Bal = {a"bnch | n> 0}

A Maquina com Pilhas:
Pilhas_Triplo_Bal = ({a, b, c}, D)
onde D é como ilustrado na Figura 3.29, é tal que:

ACEITA(Pilhas_Triplo_Bal) = Triplo_Bal
REJEITA(Pilhas_Triplo_Baly = 3.* - Triplo_Bal

e, portanto, LOOP(Pilhas_Triplo_Bal) = &
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Y1« aYy
3
_¥
. a,b,c -
rejeita Y1« ler(Yy) rejeita
£

y
aceita

Yo« ler(Yp)

aceita

Figura 3.28 Diagrama de Fluxo da Maquina com Pilhas — Triplo Balanceamento

Note-se que foram usadas duas pilhas. O algoritmo 1é o prefixo de simbolos a e
empilha em Yq. Apéds, para cada simbolo b em X deve existir um correspondente a
em Y1. Adicionalmente, empilha a subpalavra de simbolos b em Y2. Por fim, para
cada c em X, deve existir um correspondente b em Y. a
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EXEMPLO 3.24 Maquina com Pilhas — Prefixo.
Considere a seguinte linguagem:
Prefixo_aaa = {w lwe {a, b}* e w possui a subpalavra aaa como prefixo}

Por exemplo, aaabab, aaaaaaab e aaa sao palavras de Prefixo_aaa. A Mdquina
com Pilhas:

Pilhas_Prefixo_aaa = ({a, b}, D)

onde D é como ilustrado na Figura 3.29, é tal que:

ACEITA(Pilhas_Prefixo_aaa ) = Prefixo_aaa
REJEITA(Pilhas_Prefixo_aaa ) = Y * - Prefixo_aaa

e, portanto, LOOP(Pilhas_Prefixo_aaa ) = &

b e -
X « ler(X} . rejeita

aceita

Figura 3.29 Diagrama de Fluxe da Maquina com Pilhas — Prefixo

Note-se que ndo foram usadas pilhas. O algoritmo 1& o prefixo aaa executando
trés leituras. Apds, qualquer sufixo ¢ aceito. ]
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3.5.3 Autéomato com Duas Pilhas

O Autémato com Duas Pilhas ou simplesmente Autémato com Pilhas é uma
Maquina Universal similar & Maquina com Duas Pilhas. A principal diferenca ¢é
que o programa ¢ especificado, usando a nocao de estados (de forma andloga a
Maéquina de Turing), € ndo como um diagrama de fluxos.

Diagramas de fluxos sdo uteis no desenvolvimento de algoritmos e na
visualizagao da sua estruturacao e computacao. Ja as mdquinas com estados
sdo mais indicadas para estudos tedrico-formais pois facilitam provas e estudos
de facilidades especiais como nao-determinismo (sera introduzido em 3.6.1 - Nao-
Determinismo). Adicionalmente, simuladores de modelos baseados em estados
sao, em geral, mais fdceis de serem implementados.

A abordagem que segue ¢ muito usada no estudo das Linguagens Formais.
Um Autémato com Pilhas é composto, basicamente, por quatro partes, como
segue:

a) Fita. Dispositivo de entrada que contém a informacio a ser processada;

o

Pilhas. Memodrias auxiliares que podem ser usadas livremente para leitura e
gravacao;

¢) Unidade de Controle. Reflete o estado corrente da maquina. Possul uma
cabeca de fita e uma cabega para cada pilha;

d

Programa ou Fun¢ao de Transicao. Comanda a lettura da fita, leitura e
gravacao das pilhas e define o estado da maquina.

Uma pilha é dividida em células, armazenando, cada uma, um simbolo do
alfabeto auxiliar (pode ser igual ao alfabeto de entrada). Lembre-se que, em uma
estrutura do tipo pilha, a leitura e a gravagio sao sempre na mesma extremidade
(topo). Uma pilha ndo possui tamanho fixo ¢ nem maximo, sendo seu tamanho
corrente igual ao tamanho da palavra armazenada. Seu valor inicial ¢é vazio.

A unidade de controle possui um numero finito ¢ predefinido de estados. Possui
uma cabega de fita e uma cabeca para cada pilha, como segue:

a) Cabe¢a da Fita. Unidade de leitura a qual acessa uma cé¢lula da fita de cada
vez e movimenta-se exclusivamente para a direita. E possivel testar se a
entrada foi completamente lida;

b) Cabega da Pilha. Unidade de leitura e gravagao para cada pilha a qual move
para cima ao gravar e para baixo ao ler um simbolo. Acessa um simbolo de
cada vez, estando sempre posicionada no topo. A leitura exclui o simbolo lido
(leitura destrutiva).  possivel testar se a pilha esta vazia.

O programa é uma funcao parcial que, dependendo do estado corrente, do
simbolo lido da fita e do simbolo lido de cada piltha, determina o novo estado ¢ o
simbolo a ser gravado em cada pilha.
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Defini¢ao 3.21 Autémato com Duas Pilhas.

Um Autémato com Duas Pilhas M ou simplesmente Autémato com Pilhas M é
uma 6-upla:
M=(Z,Q ,qF. V)
onde:
3 alfabeto de simbolos de entrada;
Q  conjunto de estados possiveis do autdémato o qual é finito;
I fun¢do programa ou fungdo de transicao:

MAxEu{e, 7P xVu{e, 7P xVu{e, ?) > QxVu{ed x(Vu{e)
a qual € uma func¢éo parcial;
qg estado inicial do automato tal que qg é elemento de Q;
F  conjunto de estados finais tal que F estd contido em Q;
V  alfabeto auxiliar. a

As seguintes caracteristicas da funcéo programa devem ser consideradas:

e a funcdo pode ndo ser total, ou seja, pode ser indefinida para alguns
argumentos do conjunto de partida; a omissdo do pardmetro de leitura,
representada por "?", indica o teste da correspondente pilha vazia ou toda
palavra de entrada lida;

® o simbolo € na leitura da fita ou de alguma pilha indica que o autémato nio
lé nem move a cabeca. Note-se que pelo menos uma leitura deve ser
realizada ou sobre a fita ou sobre alguma pilha,

® o simbolo € na gravagao indica que nenhuma gravacao é realizada na pilha
(e ndo move a cabeca).

Resumidamente, a fun¢do programa considera:

e estado corrente;
e simbolo lido da fita (pode ser omitido) ou teste se toda a palavra de entrada
foi lida;
e simbolo lido de cada pilha (pode ser omitido) ou teste de pilha vazia,
para determinar:

® novo estado;
e simbolo gravado em cada pilha (pode ser omitido).

Por exemplo, I1(p, ?, a, &) ={(q, &, b) } indica que:

se: entao:
¢ noestadop ¢ assume o estado q
® aentrada foi completamente lida (na fita) ® ndao gravana pilha 1
e o topoda pilha 1 contém o simbolo a e grava o simbolo b no
® njo léda pilha 2 topo da pilha 2

Analogamente & Mdquina de Turing, a funcao programa de um Autémato com
Pilhas pode ser representada como um grafo direto, como na Figura 3.30.
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simbolo lido da fita

Q (x, a1, by, ap, by) @
p

estado anterior novo estado

simbolo lido da pilha 1 simbolo gravado na pilha 2

simbolo gravado na pilha 1 simbolo lido da pilha 2

Figura 3.30 Representacdo da fungdo programa como um grafo

O processamento de um Autémato com Pilhas, para uma palavra de entrada
w, consiste na sucessiva aplicacao da fun¢do programa para cada simbolo de w
(da esquerda para a direita) até ocorrer uma condi¢do de parada. Entretanto, é
possivel gue um Autdémato com Pilhas nunca atinja uma condicdo de parada.
Nesse caso, fica processando indefinidamente (ciclo ou loop infinito}). Um exemplo
simples de ciclo infinito é um programa que empilha e desempilha um mesmo
simbolo indefinidamente, sem ler da fita. As condi¢des de parada sido as
seguintes:

a) Estado Final. O autdomato assume um estado final: o autémato pdra e a
palavra de entrada é aceita;
b) Fung¢do Indefinida. A fun¢ao programa é indefinida para o argumento: o
autdmato para e a palavra de entrada é rejeitada.
EXEMPLO 3.25 Autémato com Pilhas — Duplo Balanceamento.
Considere a seguinte linguagem introduzida no Exemplo 3.16:
Duplo_Bal = {anbn | n > 0}
O Automato com Pilhas
A2P_Duplo_Bal = ({a, b}, {qo. g1. ar}. I1. qo. {ar}. {B})
onde [T é como abaixo, é tal que ACEITA(A2P_Duplo_Bal) = Duplo_Bal (o conjunto
LOOP(A2P_Duplo_Bal) ¢ vazio?:
I1(do, @, ¢, €) = (do. B, ¢)
f(do. b, B. &) = (a1, &, ¢)
M(qo, 2.7, 7) = (ar, & ¢
(a1, b. B, &) =(q1, €. ¢)
(a1, ?,.?7?) = (qf, €, €)
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O autdmato pode ser representado pelo grafo ilustrado na Figura 3.31. No estado
Jo, para cada simbolo a lido da fita, é armazenado um simbolo B na pitha 1. No
estado g1, é realizado um batimento, verificando se, para cada simbolo b da fita,
existe um correspondente B na pilha 1. O algoritmo somente aceita se, ao
terminar de ler toda a palavra de entrada, as pilhas estiverem vazias. Compare
com o Exemplo 3.22 para Mdquina com Pilhas. ]

(b, B, g, ¢,¢)

(a,¢,B,¢,¢)

(?,7,¢,7,¢)

Figura 3.31 Grafo do Autémato com Pilhas - Duplo Balanceamento

Note-se que o algoritmo de exemplo acima nédo usa a pilha 2. Entretanto, no
caso de um triplo balanceamento, é necessario o uso das duas pilhas, como
ilustrado no exemplo que segue.

EXEMPLO 3.26 Autémato com Pilhas - Triplo Balanceamento.
Considere a seguinte linguagem introduzida no Exemplo 3.17:
Triplo_Bal = {a"bncn | n >0}
O Automato com Pilhas
A2P_Triplo_Bal = ({a, b}, {qo. a1, a2, ar}, I, qo, {ar}, {B. C})

ilustrado na Figura 3.32, é tal que ACEITA(A2P_Triplo_Bal) = Triplo_Bal (e
sempre para).

(a,e,B, ¢, ¢) (b, B, g, ¢, C) (c,e,7,C g)
?,C,
o \_.B.eeC) gy J(ee7.Coe) e
(?,?,8,7,¢) (?,7,¢,7,¢)

Figura 3.32 Grafo do Autdémato com Pilhas - Triplo Balanceamento
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No estado qgp, para cada simbolo a lido da fita, é armazenado um simbolo B na
pilha 1. No estado q1, é realizado um batimento, verificando se, para cada
simbolo b da fita, existe um correspondente B na pilha 1, bem como é
armazenado na pitha 2 um simbolo C. Por fim, no estado qp, é realizado um
batimento, verificando se, para cada simbolo ¢ da fita, existe um correspondente
C na pilha 2. O algoritmo somente aceita se ao terminar de ler toda a palavra de
entrada as pilhas estiverem vazias. Compare com o Exemplo 3.23 para M4quina
com Pilhas. a

A seguir é enunciado o teorema que prova que a Classe dos Autdmatos com
Duas Pilhas é equivalente a Classe das Mdquinas de Turing, reforcando a
evidéncia de que ambas sdo mdquinas universais (bem como Post e Norma).
Resumidamente, a prova é como abaixo (a prova formal é omitida). Note-se que a
mesma 1déia bdsica pode ser usada para provar que a Classe de Maquinas com
Pilhas é equivalente a Classe das Maquinas de Turing:

a) Mdquina de Turing < Autémato com Duas Pilhas. A estrutura de fita da
Midquina de Turing é simulada usando as duas pilhas como segue: a pilha 1
simula o conteudo da fita & esquerda da cabeca da fita, e a pilha 2, o conteido
a direita;

b} Autémato com Duas Pilhass Mdquina de Turing. A fita e as duas pilhas do
Autémato com Duas Pilhas sdo simuladas, usando a fita da Maquina de
Turing, como segue:

® a palavra de entrada corresponde as primeiras posicdes da fita da
M4équina de Turing;

¢ a piha 1 corresponde as células impares da fita, apés a palavra de
entrada;

¢ analogamente, a pilha 2 corresponde as células pares da fita, apds a
palavra de entrada.

Teorema 3.22 Maiquina de Turing x Autémato com Duas Pilhas.

O formalismo Médquina de Turing pode ser simulado pelo formalismo Autémato
com Duas Pilhas e vice-versa. Logo, sdo formalismos equivalentes. a

3.6 Modificacoes sobre as Maquinas
Universais

Um refor¢o importante para considerar as mdquinas universais introduzidas
como os mais gerais dispositivos de computag¢do é o fato de serem equivalentes
as diversas versdes modificadas do modelo bdsico, as quais, supostamente,
aumentam o poder computacional. Como ilustragdo, as seguintes modificacdes
séo introduzidas:
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® madquinas universais nao-deterministas;

e Madquina de Turing com fita infinita & esquerda e & direita;
¢ Madquina de Turing com multiplas fitas;

e Maiquina de Turing com fitas multidimensionais;

e Maquina de Turing com multiplas cabegas de fita.

As modificagdes sobre a Mdquina de Turing podem ser generalizadas, com
variagoes, para as demais mdquinas universais introduzidas.

3.6.1 Nao-Determinismo

O nao-determinismo é uma importante generalizacio dos modelos de
maquinas. Assim, no caso da Mdquina de Turing, para o mesmo estado corrente e
simbolo lido, diversas alternativas sao possiveis. Cada alternativa é percorrida de
forma totalmente independente. Isto significa que as alteracdes de conteudo na
fita realizadas em um caminho nao modificam o conteido da mesma nos demais
caminhos alternativos. A mesma idéia é vilida para a varidvel X da Maquina de
Post ou para as pilhas do Autémato com Pilhas.

Genericamente, a facilidade de nao-determinismo é interpretada como segue
para uma mdquina de estados (como seria para uma mdquina baseada em
diagrama de fluxos?): a maquina, ao processar uma entrada, tem como resultado
um conjunto de novos estados. Ou seja, assume um conjunto de estados
alternativos, como se houvesse uma multiplicacdo da unidade de controle, uma
para cada alternativa, processando independentemente, sem compartithar
recursos com as demais. Assim, o processamento de um caminho nao mflui no
estado geral e nem no simbolo lido dos demais caminhos alternativos.

Para uma maquina M ndo-deterministica, uma palavra w pertence a
ACEITA(M) se existe pelo menos um caminho alternativo que aceita a palavra.
Caso contrario, se todas as alternativas rejeitam a entrada, entdo w pertence a
REJEITA(M). Se nenhum caminho aceita a palavra e pelo menos um fica em loop,
w pertence a LOOP(M).

EXEMPLO 3.27 Autémato com Pilhas Nao-Deterministico - Palavra & Reversa
Considere a seguinte linguagem:
Palavra_Reversa = {wwr | w pertence a {a, b}*}

A linguagem Palavra_Reversa contém todas as palavras sobre o alfabeto {a, b}
tais que a primeira metade é igual & segunda metade, mas invertida
(“espelhada”). Por exemplo, as seguintes palavras pertencem a linguagem:

e abaabapbaaba

abbbba bbbbbbbbbbakbbbbbbbbbb

Este tipo de linguagem pode ser considerada como uma generalizagao do duplo
balanceamento. Mas nao deve ser confundida com as palindromas (palavras que
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possuem a mesma leitura da esquerda para a direita e vice-versa), pois estas
podem ter comprimento impar.

O Autémato com Pilhas ilustrado na Figura 333 é tal que
ACEITA(APN_Palavra_Reversa) = Palavra_Reversa (o autdmato pode entrar em
loop infinito para alguma entrada?). E nao-deterministico devido as duas
alternativas de movimentos a partir de qg, para os mesmo simbolos lidos da fita
de entrada (ciclo em qp e desvio para g1). Adicionalmente, o alfabeto auxiliar é
igual ao de entrada. Em qg_¢ empilhado (pilha 1) o reverso do prefixo. A cada
simbolo lido, se existe o correspondente simbolo no topo da pilha 1, entio:

e o autdbmato permanece no estado Qg e continua empilhando o reverso da
entrada (pois ndo existe controle se ja identificou toda a primeira metade),

e ocorre um movimento nio-determinista para g4 (e, portanto, o autémato
inicia uma alternativa), o qual verifica se o sufixo da palavra é igual ao
contetdo da pilha 1 até entao empilhado. J

Figura 3.33 Grafo do Automato com Pilhas Nao-Deterministico - palavra e sua reversa

O seguinte Teorema nao sera demonstrado.
Teorema 3.23 Maquina de Turing x Maquinas Nao-Deterministicas.

O formalismo Mdquina de Turing pode ser simulado pelos seguintes formalismos
e vice-versa.

a) Mdquina de Turing Nao-Deterministica;
b) Mdquina de Post Nao-Deterministica;

¢) Automato com Pilhas Néao-Deterministico. a

Assim, embora o nao-determinismo seja, aparentemente, um significativo
acréscimo as madquinas ji conhecidas, na realidade ndo aumenta o poder
computacional das mesmas. Ou seja, para cada Mdquina de Turing, Mdquina de
Post ou Autémato com Pilhas Néao-Deterministico, é possivel construir uma
Maéquina de Turing (ou Maquina de Post ou Autémato com Pilhas) deterministica
equivalente, que realiza o mesmo processamento. A reciproca também é
verdadeira.



Uma importante aplica¢do do nao-determinismo (como descrito acima) nos
sistemas de computadores atuais ¢ o estudo dos sistemas concorrentes, em
especial  dos  conceitos  de  multiprogramac¢ao e multiprocessamento.
Multiprocessamento é a existéncia de duas ou mais unidades de processamento
realizando computagoes simultaneas. Multiprogramacao ¢ um conceito légico,
normalmente implementado em nivel de sistema operacional, que permite
manter ativo mais de um programa ao mesmo tempo. A principal diferenca é que
o multiprocessamento apresenta um paralelismo fisico, implementado em
hardware, e a multiprogramacio ¢ uma facilidade aparente ("virtual")
implementada em software. Esses dois conceitos, combinados ou nio, podem ser
estudados, em termos do poder computacional, usando a facilidade do ndo-
determinismo. Isto significa que o uso de multiprocessamento, ou de
multiprogramagao, embora resultem em computadores mais eficientes e
flexiveis, ndo aumentam o seu poder computacional. E importante destacar que o
conceito de ndo-determinismo ndo deve ser confundido com o de concorréncia.
Entretanto, a clara diferenciacao destes conceitos ndo ¢ objelivo desta
publicacao.

3.6.2 Maquina de Turing com Fita Infinita a Esquerda e a
Direita

A modificago da defini¢do basica da Maquina de Turing, permitindo que a fita
seja infinita dos dois lados, ndo aumenta o seu poder computacional. Na
realidade, a fita infinita a esquerda e a direita é facilmente simuldvel por uma fita
tradicional, como ilustrado na Figura 3.34. Assim, as células pares representam
a parte direita da fita e as impares a parte esquerda. O simbolo & ¢ usado para
controlar a fronteira entre as partes esquerda e direita.

(LN as a-2 a1 a4 ao as ane

& a1 a1 a ap as as mes

Figura 3.34 Simulac¢ao de uma fita infinita dos dois lados

3.6.3 Maquina de Turing com Multiplas Fitas

A Maquina de Turing com Multiplas Fitas possui k fitas infinitas a esquerda e
a direita e k correspondentes cabecas de fita. O processamento é realizado como
segue:

e depende do estado corrente da mdquina e do simbolo lido em cada uma das
fitas;
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@ grava um novo simbolo em cada uma das fitas, move cada uma das
cabecas independentemente para a esquerda ou para a direita, e a
maquina assume um (Uinico) novo estado.

Inicialmente, a palavra de entrada é armazenada na primeira fita, ficando as
demais com valor branco. A simula¢do da Mdquina de Turing com multiplas f{itas
¢ ilustrada na Figura 3.35 para o caso k = 3 (trés fitas/cabecas de fita). As trés
fitas sdo simuladas em uma unica fita, modificando os alfabetos de entrada e
auxiliar. Assim, cada simbolo contido em uma célula é uma 6-upla, sendo 3
componentes para representar as células de cada uma das 3 fitas, e as demais 3
componentes reservadas para marcar a posicao corrente das cabecas de cada
fita (representadas na Figura 3.35 pelo simbolo A).

sew as a-2 a.1q a4 ap as “uw

b_3|b-2[b_1ib1]bglb31..-

cabega 2

=
--.lc.g[C-le.1|C1 lQICgl---
=t

cabecga 3

A e
& G Cq C2 C.2 C3 C-3 men
A ama

Figura 3.35 Simulag¢do de 3 fitas infinitas dos dois lados

3.6.4 Outras modifica¢gdes sobre a Maquina de Turing

A seguir sio apresentadas, resumidamente, modificacdes adicionais que
podem ser realizadas sobre o modelo basico da Mdquina de Turing, as quais néo
aumentam o seu poder computacional. Ou seja, é possivel construir Maquinas de
Turing tradicionais que simulam cada uma das modificagoes sugeridas.



a) Mdquina de Turing Multidimensional. Neste modelo, a fita tradicional é
substituida por uma estrutura do tipo arranjo k-dimensional, infinita em todas
as 2k direcoes;

b) Mdquina de Turing com Multiplas Cabecas. A Maquina de Turing com esta
modificacdo possui k cabegas de leitura e gravacdo sobre uma tnica fita.
Cada cabega possui movimento independente. Assim, o processamento
depende do estado corrente e do simbolo lido em cada uma das cabecas;

¢) Combinagies. Combinagoes de algumas ou de todas as modificacdes
apresentadas. A combinac¢do de algumas ou de todas as modificagdes
apresentadas ndo aumenta o poder computacional da Maquina de Turing. Por
exemplo, uma Maquina de Turing Nao-Deterministica com Multiplas Fitas e
Multiplas Cabegas pode ser simulada por uma Méquina de Turing tradicional.

3.7 Hierarquia de Classes de Maquinas

Todos os modelos formais de maquinas introduzidos para representar
algoritmos, bem como suas diversas modificagdes, sdo equivalentes 2 Maquina de
Turing, ou seja, sao mdquinas universais. Lembre-se que, no caso do Autémato
com Pilhas, sao necessarias pelo menos duas pilhas para ser considerada uma
Maquina Universal. Assim, os diversos modelos, bem como suas modificacdes,
podem ser usados indistintamente, dependendo do caso, para facilitar
construgoes ou provas.

4 N
Maquinas Universais

Maquinas Universais - algoritmos que sempre param

Maquinas Nao-Deterministicas com Uma Pilha

Maquinas Deterministicas com Uma Pilha

Maquinas
Deterministicas ou
Nao-Deterministicas
sem Pilha

Figura 3.36 Hierarquia de Classes de Maquinas
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A Figura 3.36 ilustra a Hierarquia de Classes de Mdquinas estudadas em

relacdo a seus poderes computacionais. Na hierarquia ilustrada, quanto mais

interna for uma classe, menor é o seu poder computacional.

A Hierarquia de Classes de Mdquinas corresponde uma Hierarquia de Classes

de Linguagens, ilustrada na Figura 3.37, a qual é como segue:

a)

Linguagens Regulares. Correspondem a Classe das Mdquinas sem Pilha. Sao
exemplos de linguagens desta classe: alguns editores de texto e protocolos de
comunicacao. Sdo linguagens muito simples onde, por exemplo, ndo é possivel
fazer qualquer tipo de balanceamento de tamanho nao-predefinido. A principal
caracteristica desta classe é que o tempo de reconhecimento de uma palavra
é diretamente proporcional ao comprimento da entrada. Adicionalmente,
qualquer algoritmo especificado usando este formalismo é igualmente
eficiente, em termos de tempo de processamento;

Linguagens Livres do Contexto Deterministicas. Correspondem a Classe dos

Autématos com Uma Pilha Deterministicos. Sdo linguagens mais complexas

que as Regulares, mas ainda muito simples, onde, por exemplo, nao é possivel

reconhecer a seguinte linguagem (Exemplo 3.27): .
Palavra_Reversa = {ww'’ | w pertence a {a, b}*}

O tempo de reconhecimento é diretamente proporcional ao dobro do tamanho
da entrada;

Linguagens Livres do Contexto. Correspondem a Classe dos Autématos com
Uma Pilha Nao-Deterministicos. Constituem uma classe de fundamental
importancia, pois incluem linguagens de programacao como Algol e Pascal.
Entretanto, algumas linguagens muito simples néo pertencem a esta classe
de linguagens como (Exemplo 3.17):

Triplo_Bal = {ahbnch | nz 0}

Palavra_Palavra = {ww | weé palavra sobre os simbolosaeb}

Os melhores algoritmo de reconhecimento conhecidos possuem tempo de
processamento proporcional ao tamanho da entrada elevado ao cubo;

Linguagens Recursivas. Correspondem a classe de todas as linguagens que
podem ser reconhecidas mecanicamente (pela Maquina Universal) e para as
quais existe um algoritmo de reconhecimento que sempre para para qualquer
entrada. Inclui a grande maioria das linguagens aplicadas. Reconhecedores de
linguagens recursivas podem ser muito ineficientes, tanto em termos de
tempo de processamento como de recursos de memdria;

Linguagens Enumerdveis Recursivamente. Correspondem a Classe das
Maquinas Universais. Portanto, corresponde i classe de todas as linguagens
que podem ser reconhecidas mecanicamente.



Linguagens Enumeraveis Recursivamente

e A
Linguagens Recursivas

Linguagens Livres do Contexto

-
Linguagens Livres do Contexto Deterministicas

Linguagens Regulares

L :

Figura 3.37 Hierarquia de Classes de Linguagens

3.8 Hipotese de Church

Turing propds um modelo abstrato de computacgéo, conhecido como Mdquina
de Turing, com o objetivo de explorar os limites da capacidade de expressar
solugbes de problemas. Trata-se, portanto, de uma proposta de defini¢do formal
da nog¢éo intuitiva de algoritmo. Diversos outros trabalhos, como Mdquina de Post
e Fung¢ées Recursivas (Kleene - 1936), bem como trabalhos mais recentes como
Madquina Norma e Autémato com Pilhas, resultaram em conceitos equivalentes
ao de Turing. As Func¢oes Recursivas serao introduzidas no Capitulo 4. O fato de
todos esses trabalhos independentes gerarem o mesmo resultado em termos de
capacidade de expressar computabilidade é um forte refor¢o no que é conhecido
como Hipdtese de Church ou Hipétese de Turing-Church:

"A capacidade de computagao representada pela Mdaquina de Turing é o
limite mdximo que pode ser atingido por qualquer dispositivo de
) computag¢do”

Em outras palavras, a Hipétese de Church afirma que qualquer outra forma
de expressar algoritmos terd, no maximo, a mesma capacidade computacional da
M4dquina de Turing. Como a nogio de algoritmo ou fungdo computavel é intuitiva,
a Hipétese de Church nao é demonstrédvel.
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3.9 Exercicios

Exercicio 3.1 Qual a importancia do estudo da Maquina de Turing na Ciéncia
da Computagao?

Exercicio 3.2 Faca um quadro comparativo entre os modelos Mdquina de

Turing, Mdquina de Post e Autdémato com Duas Pilhas, destacando suas

caracteristicas e seus principais aspectos funcionais.

Exercicio 3.3 Sobre nio-determinismo:

a) O que é e quais suas principais caracteristicas?

b) Qual o seu efeito, em termos de poder computacional, nas maquinas
apresentadas?

Exercicio 3.4 Sobre a Hipétese de Church:

a) Por que néo é demonstravel?

b} Qual seu significado e importancia na Teoria da Computagdo?

Exercicio 3.5 Desenvolva Maquinas de Turing, deterministicas ou nio, que

aceitem as seguintes linguagens

a) L=O

b) Ly ={e}

c¢) La={w | W tem 0 mesmo numero de simbolos a e b}

d) Lg={w | 0 décimo simbolo da direita para a esquerda é a}

e) Ls={waw | w ¢ palavra de {a, b}*}

0 Lg={ww | wé palavrade {a, b}*}

g) L7={ww' | wé palavra de {a, b}*}

h) Lg={www | w é palavra de {a, b}*}

I) Lg={w|w=a'b2a3b4._.a™"b"en é numero natural par}

) Lio={w |w=anbtouw = bnan}

k) Ly1={w|w=abick ondeoui=jouj=k}

Exercicio 3.6 Desenvolva Midquinas de Post, deterministicas ou néo, que
aceitem as linguagens dadas no Exercicio 3.5.

Exercicio 3.7 Desenvolva Autéomatos com Duas Pilhas ou Mdquinas com
Pilhas, deterministicas ou nao, que aceitem as linguagens dadas no Exercicio 3.5.

Exercicio 3.8 Scja a expressdo booleana (EB) definida indutivamente como
segue:
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1) v e fsao EB;
i) SepeqsaoEB, entdopeqepouqtambém sio EB.

Assuma que o conetivo e tem prioridade sobre o ou:

a) Construa uma Maquina de Turing sobre ¥ = {v, f, e, ou} tal que:
ACEITA(M) = {EB | EB 6 v}
REJEITA(M) = {EB | EB ¢ f}
LOOP(M) = {w | w nao é EB}

b) Construa uma Méquina de Post sobre £ conforme definido no item a)

¢) Construa uma Mdquina de Turing nao-deterministica ou Autémato com Duas
Pilhas nao-deterministico, sobre T, conforme definido no item a)

Exercicio 3.9 Na demonstragdo do Teorema 3.18, é sugerido o
desenvolvimento de um diagrama de fluxos da Mdquina de Post que realize
rotagdo no conteudo de X, fazendo com que o ultimo simbolo de X passe a ser o
primeiro, ou seja, se o conteudo da varidvel X é aray..an.1ap passa a ser
anaaz...an.1. Desenvolva uma Maquina de Post que processe esta rotacio.

Exercicio 3.10 Prove que qualquer Mdquina de Turing pode ser simulada por
uma Mdquina de Turing com somente dois estados.
Sugestdao: modifique o alfabeto auxiliar, introduzindo novos simbolos.

Exercicio 3.11 Prove que o poder computacional da Classe das Mdquinas com n
Pilhas (n > 2) é equivalente ao da Classe das Maquinas com Duas Pilhas.

Exercicio 3.12 Desenvolva um programa em computador que simule qualquer
Médquina de Turing. A entrada para o simulador deve ser a funcdo programa e a
saida o estado final da médquina simulada, o conteido da fita e o numero de
movimentos da cabeca da fita.

Exercicio 3.13 Como é possivel ampliar o exercicio anterior, introduzindo a
facilidade de nao-determinismo, usando uma linguagem de programacdo nio-
concorrente?

Exercicio 3.14 Mostre como as instrugdes abaixo podem ser construidas como
macros em Norma:

a) ri: se A<2 entso va_para r; sendo VA_para r3

b) ri: se div(A, B) entdo vd_para r; sendo va_para rs

Exercicio 3.15 Desenvolva os programas, em Norma, que realizam as
operacoes e testes abaixo:

a)A=B-C
b)A:=B/C
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¢) Divisao inteira de B por C

d) Fatorial,

e) Poténcia;

) SeA<B

g)Se A<B

h)Se A<0

Exercicio 3.16 Desenvolva os programas, em Norma, que realizam as

operacdes abaixo nos iInteiros (utilize a representagdo sinal-magnitude
introduzida no Exemplo 3.11):

a)A=B+C
b)A=BxC
c)A=B-C
d)A=B/C

Exercicio 3.17 Desenvolva os programas, em Norma, que realizam as
operagbes abaixo nos numeros racionais (utilize a representagio de racionais
introduzida no Exemplo 3.12):

a)A=B+C
b)A:=BxC
c)A=B-C
d)A=B/C

Exercicio 3.18 Seja a Mdquina NormaNeg, a qual é, em todos os aspectos,
idéntica a Norma, exceto pelo fato de poder armazenar nimeros negativos
(inteiros) em seus registradores. Prove que, para cada fluxograma NormaNeg,
pode-se definir um fluxograma Norma equivalente sem o uso de registradores
extras.

Sugestao: utilize a representacao de inteiros baseada na funcao codificacao e
desenvolva os programas para as instru¢des de Norma que simulam as de
NormaNeg.

Exercicio 3.19 Qual a diferenca fundamental entre as Classes das Linguagens
Recursivas e das Linguagens Enumerdveis Recursivamente? Qual a
importancia de se distinguir estas duas classes?

Exercicio 3.20 Demonstre que a Classe das Linguagens Recursivas é fechada
para as operacgoes de unido, interseccdo e diferenga. Demonstre inicialmente
para a operacao sobre duas linguagens recursivas. Apds, amplie a demonstragao
para n linguagens recursivas (demonstre por indu¢do em n).



Exercicio 3.21 Dé a Maquina de Post MP, sobre o alfabeto {2, b}, tal que:
ACEITA(MP) = {w | W tem 0 mesmo nimero de simbolos a e b}
REJEITA(MP)= {w | w cuja diferenca entre o nimero de simbolosaeb é 1}
LOOP(MP)= {a, b}* - (ACEITA(MP) U REJEITA(MP))

Por exemplo:
ab € ACEITA(MP)

aba e REJEITA(MP)
aaba € LOOP(MP).

Exercicio 3.22 Desenvolva Mdquinas de Turing que processem as fungoes:

a) Subtracdo, definida por:
m-n,sem>n
Zero, caso contrario

b) Fatorial de n, parane N

Exercicio 3.23 Codifique o fluxograma ilustrado na Figura 3.38 como um
numero natural, usando a codificacdo de programas introduzida no Exemplo 3.2.

partida
\_
e B—

-

A

;

f

Figura 3.38 Fluxograma

Exercicio 3.24 Faga uma comparacao entre o poder computacional das classes
de mdquinas de Turing, de Post e dos Autématos com Duas Pilhas e, entao,
responda:

a) Dé suas principais caracteristicas;

b) Quais classes de maquinas sio equivalentes? Nédo é necessario demonstrar.
Apenas justifique sua resposta;

¢} Diga se o programa de cada classe de mdquina é parcial ou total. Justifique
sua resposta.
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Exercicio 3.25 Elabore um Autémato com Duas Pilhas sobre o alfabeto de
entrada {1}. Suponha que as palavras de entrada sdo numeros naturais
representados em undrio, como no Exemplo 3.20, onde, por exemplo, 3 é denotado
por 111. O autémato deve aceitar os naturais pares (e rejeitar os impares).

Exercicio 3.26 Relativamente a Hipétese de Church, Jjustifique:

a) Quais as implicagdes da Hipétese de Church?

b) Por que ela é chamada de Hipétese de Church ao invés de Teorema de
Church?

Exercicio 3.27 Considere a Maquina de Turing cuja funcao programa [T é como

na Figura 3.39.

a) Verifique qual o estado final apos a computacio para as seguintes palavras:
ab
aba
aaba

b) A linguagem aceita é enumeravel recursivamente ou recursiva?

I1 < a b A B 3

90 | (@o.€.D) | (@1,AD) | (q0,b,D) | (q0.A, D) | (q0.B.D) | (q4, B, E)
a1 (@1,a,D) | (g1, b, D) (2. B.E) | (92, B E)
92 | (@5, ¢.D) | (92,8, E) | (43,B.E) | (42 A E) | (42, B, E)

asz | (90., D) | (93,8, E) | (43.b,E) | (g0, A, D)

G4 | (g7,, D) (96,0, D) | (@4, A E) | (q4,B,E)

gds (ge, @, D) (@5, A, D) | (as, B, D)

96 | (96.<. D) | (6. @ D) | (a6.b,D) | (g6, A, D) | (a8, B,D) | (g, B, E)
q7

Figura 3.39 Tabela de transicées da Maquina de Turing

Exercicio 3.28 Elabore uma  Miquina de  Turing MT_Palindroma
(deterministica ou nao) que sempre pdra para qualquer entrada e que reconhece
todas as palindromas (palavras que possuem a mesma leitura da esquerda para
a direita e vice-versa) sobre o alfabeto {a, b}. Por exemplo:

aba, abba, babab € ACEITA(MT_Palindroma)

abab € REJEITA(MT_Palindroma)
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Exercicio 3.29 Elabore uma Maquina de Turing M sobre o alfabeto {a, b} tal
que:
ACEITAM) ={w | w inicia com a e, apos cada a, existe pelo menos um b}
LOOP(M) = {w | w ¢ ACEITA(MP) e existe pelo menos um b entre dois a}
REJEITA(M)= {a, b}* - (ACEITA(M) u LOOP(M))

Por exemplo:
ab, abbab € ACEITA(MP)
b, aba, abbaba ¢ REJEITA(MP)

Exercicio 3.30 Elabore uma Méquina de Post P sobre o alfabeto {a, b} tal que:
ACEITA(P) = {a"b" | m>n >0}
REJEITA(P)={a, b}* - ACEITA(P)

Exercicio 3.31 Codifique os programas da Figura 3.40 usando a codificagao de
programas monoliticos.

Programa Monolitico M4
faca F v&_para 2
se T entdo va_para 3 sendo véa_para 5
faca G véd_para 4
se T entdo va_para 1 sendc vé_para O
faca F v&_para 6
se T entdo va_para 7 sendo va_para 2
faca G vé_para 8

W ~J O oW N

se T entdo vad_para 6 sendo va_para 0

Programa Monolitico My
faca F vé&_para 2
se T entdo vd_para 3 sendo vé _para 1
faca G va_para 4

W N

se T entdo vad_para 1 senfio va_para 0

Figura 3.40 Programas monoliticos

Exercicio 3.32 Como, sem perda de generalidade, pode-se supor que a funcao
programa de uma Mdquina de Turing seja total?

Exercicio 3.33 Modifique a prova do Teorema 3.16 - Miquina Norma <
Mi4quina de Turing de tal forma que Norma simule as condigdes ACEITA e
REJEITA de parada da Maquina de Turing.



4 Funcoes Recursivas

Os formalismos usados para especificar algoritmos podem ser classificados
nos seguintes tipos:

a) Operacional. Define-se uma mdquina abstrata, baseada em estados, em
instrugdes primitivas e na especificagao de como cada instrugio modifica
cada estado. Uma mdquina abstrata deve ser suficientemente simples para
nao permitir dividas sobre a sua computacio;

b) Axiomdtico. Associam-se regras as componentes da linguagem. As regras
permitem afirmar o que sera verdadeiro apés a ocorréncia de cada cldusula
considerando o que era verdadeiro antes da ocorréncia;

c) Denotacional. Também é denominado formalismo Funcional. Em geral, trata-
se de uma funcéo construida a partir de funcdes elementares de forma
composicional (horizontalmente) no sentido em que o algoritmo denotado pela
fungdo pode ser determinado em termos de suas funcdes componentes.
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Até o momento, os formalismos estudados como Maquina Norma e Maquina
de Turing sao do tipo operacional.

O formalismo axiomadtico mais usual para o estudo de computabilidade ¢ a
Gramatica. Em termos de poder computacional, a gramaética é equivalente as
Maquinas Universais. Dependendo de restricoes feitas na definicdo das
gramadticas é possivel estabelecer uma hierarquia, conhecida como Hierarquia de
Chomsky (IMEN98]). De fato, as seguintes equivaléncias podem ser
estabelecidas:

e Autdématos Sem Pilha < Gramadticas Regulares;

® Autématos com Uma Pilha Nao-Deterministicos & Gramaticas Livres do
Contexto;

e Midquinas Universais & Gramaticas Irrestritas.

Gramaticas e formalismos axiomdticos, em geral, ndo sdo objetivo desta
publicacdo mas podem ser encontrados em [MEN98].

Neste capitulo, é estudado um formalismo denotacional (funcional)
denominado Fungées Recursivas Parciais, introduzidas por Kleene (1936), as
quais, como o proprio nome indica, sdo fun¢oes parciais definidas recursivamente.

Assim como Turing, Kleene tinha como objetivo formalizar a nogao intuitiva
de funcéo computdvel. Quando foi provado que a Classe das Fungoes Turing-
Computdveis era igual a Classe das Fung¢oes Recursivas Parciais, a Hipétese de
Church cresceu significativamente em termos de credibilidade.

De fato, verifica-se que a composi¢do de trés fungdes naturais simples:

® constante zero;

®  sucessor,

® projecdo;
juntamente com recursdo e minimizagdo, constitui uma forma compacta e
natural para definir muitas fungdes e suficientemente poderosa para descrever
toda fung¢do intuitivamente computdvel. Recursdo e minimizacao constituem
uma forma especial de compor funcdes as quais sao formalmente introduzidas.

Entretanto, a associacao entre os computadores e programas atuais com as
fung¢bes recursivas introduzidas por Kleene nio é tao evidente, o que dificulta
uma abordagem mais didatica. Assim, optou-se por introduzir, adicionalmente,
um outro formalismo baseado no conceito de recursio, inspirado em [BIR76].
Ambas as abordagens sdo equivalentes. A equivaléncia é verificada através das
maquinas universais. Assim, pode-se afirmar que as duas abordagens fornecem
as seguintes visdes sobre recursio:

® visao historica ou classica, na qual muitos estudos foram e sdo baseados e
que € universalmente aceita e conhecida;
e visdo revista, mais adequada aos atuais sistemas computacionais.
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4.1 Linguagem Lambda

Inicialmente, é apresentada a notagiio conhecida como Linguagem Lambda
(A-Linguagem, introduzida por Alonzo Church em 1941) no Cdlculo Lambda (-
Cdlculo), cujo principal objetivo é evitar ambigiiidades de notacao.

4.1.1 Funcodes e Funcionais

Lembre-se que uma fung¢do parcial é uma relacio f ¢ AxB onde cada
elemento do dominio (conjunto A) esta relacionado com, no maximo, um elemento
do contradominio (conjunto B). O seguinte é usual (suponha uma funcéo fc A x B):

e fc AxBédenotadaporf:A - B
e otipodefé A—B
® (a, b) e fé denotado porf(a) =b

Como motivagao, considere as trés seguintes funcdes parciais, definidas
usando uma notagao matematica muito comum, onde as varidveis x e y tém seus
valores em N:

f(x) =x3+4
ax.y) = (2 y-x)
hf, x) = f(f(x))

A funcao f possui somente um argumento, uma varidvel. Portanto, o tipo de f
€ como segue:

ffN—->N

A funcéo g possui dois argumentos (um par de valores naturais), produzindo
outro par de valores naturais, e, portanto, seu tipo é como segue (supondo que o
operador X tem precedéncia sobre —):

g NxN >NxN ou g N2-5N2

Ja a fungéo h é um exemplo de funcdo que possui fungdes como argumentos.
Assim, o tipo do argumento de h é composto pelo produto cartesiano do tipo de f
com o tipo de X, ou seja:

.h(N->N)xN >N
Definicdo 4.1 Funcional.
Funcional é uma funcao que possui uma ou mais funcgdes como argumentos. Q

Portanto, a fung¢do h acima é um funcional. Funcionais ocorrem com
freqiiéncia em programacdo, como exemplificado a seguir.
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EXEMPLO 4.1  Programas x Funcionais.

Considere um programa que receba como pardmetro um par constituido por um

arranjo A de nimeros naturais e um numero natural n e que calcula o maximo

entre A(1), A(2),..., A(n). O arranjo A pode ser visto como uma funcao como segue:
AN-> N

Assim, a funcdo computada pelo programa pode ser dada pela seguinte fungdo:
f(A, n) = max {A(i) | 1<i<n)}

cujo tipo é como segue (0o mesmo tipo da funcao h acima):
f(N->N)xN >N a

Observacio 4.2 Funcionais x Fun¢des com mais de um Argumento.

Funcionais podem ser usados para substituir fun¢bes com mais de um
argumento. Portanto, fun¢bes com mais de um argumento podem ser vistas
como funcionais com um argumento, o que se constitui num dispositivo atil na
simplifica¢iio de notagdo e facilita a manipulagao de expressoes. a

EXEMPLO 4.2  Funcienais x Fungées com mais de um Argumento.
Considere a seguinte funcéo:
g () = (2 y-x)
A funcio g’ é um funcional, onde cada natural x define a func¢éo g'(x) cujo tipo é:
g(x): N - N2

Ou seja, uma vez fixado um natural x, g’ define uma funcao tal que, para cada
natural y, associa-o ao par de naturais (x2, y - x). Logo, o tipo de g’ é como segue:
g:N - (N - N?

Embora o tipode g N — (N — N?) seja diferente do tipo da fungdo g: N2 — N2,
as duas sdo “iguais nos seus efeitos”. Para verificar que, de fato, os tipos sao
diferentes, tem-se que:

g: N2 — N2 significa que g ¢ (N x N) x (N x N)

g: N — (N — N2?) significa que g ¢ Nx (N x(NxN))

Como o produto cartesiano é nio-associativo, tem-se que os tipos sao diferentes.
p , q
Entretanto, é facil verificar que sao isomorfos (existe uma bijecdo), razdo pela
b b
qual se afirma que, em termos praticos, seus “efeitos sdo iguais” (a menos de

isomorfismo). a

EXEMPLO 4.3  Funcionais X Fungées com mais de um Argumento.
Considere a seguinte funcao:
h'(h (x) = f(f(x))

O tipode R é:

h(N-N)-»(N->N)
Analogamente ao exemplo anterior, embora o tipo de h: (N - N) - (N — N)
seja diferente do tipo da funciao h: (N - N)xN — N, estes sao isomorfos.
Portanto, pode-se afirmar que as duas fungoes sao “iguais nos seus efeitos”. 4
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4.1.2 Motivacao e Introducao
Considere novamente a fun¢ao f. N — N tal que:
f(x) =x3+4

E importante reparar que o que efetivamente estd sendo definido néo é a funcao f
propriamente dita, mas sim f(x), ou seja, o resultado da aplicacdo de f ao
pardmetro x (0o qual é suposto assumir valores nos naturais). Claramente f(x) =
x3 +4 ndo é uma funcdo mas uma equacio (pois x3 + 4 -f(x) = 0).

Uma forma de definir fungoes com mais rigor é usando a Linguagem Lambda
a qual é introduzida inicialmente de forma informal. Duas construgoes destacam-
se na Linguagem Lambda:

a) Abstragao Lambda. Permite abstrair a definicao da fungdo. Por exemplo, a
funcao f acima é denotada pelo seguinte termo lambda:
xx3+4

que pode ser interpretado como segue:
fungdo tal que, para um argumento arbitrdrio x resulta em x3+ 4

b) Aplicagdo Lambda. Determina o valor da funcgdo aplicada a um dado
parametro. Por exemplo, a funcdo f acima aplicada ao parimetro 2 é
denotada pelo seguinte termo lambda:

(Ax.x3+4)(2)

que pode ser interpretado como segue:
aplicagdo da fungdo Ax.x3+4 ao valor 2

Em geral, termos (palavras) da Linguagem Lambda sao denotados por letras

maiusculas M, N, P,... No caso acima, supondo que:

M denota x3 + 4

N denota Ax.x3 +4

P denota 2
entdo o termo (Ax.x3 + 4)(2) pode ser denotado como segue:

(Ax.M)(P)

(N)(P)

A seméntica de uma aplicacao esta relacionada com a denominada Regra de
Reduc¢ao Beta (Regra de Redugdo f) e é tal que:

(xM)(P) = [PAXIM
o0 que significa:
substituicao de x por Pem M
Por exemplo:

(xx3 +4)(2) =
=[2/Xx3+4=
= 23 +4 =
=12



4.1.3 Termo e Linguagem Lambda

A seguir, é formalizado o conceito de Linguagem Lambda, a qual é constituida
de termos (palavras ou expressies) lambda. As defini¢oes que seguem séo ditas
“nao-puras” pois incluem constantes.

Defini¢do 4.3 Termo Lambda.

Sejam X e C conjuntos contdveis de variduveis e constantes, respectivamente.
Entdo um Termo Lambda, Expressido Lambda ou Palavra Lambda sobre X e C é
indutivamente definido como segue:

a) Toda varidvel x € X é um termo lambda;
b) Toda constante ¢ € C é um termo lambda;

¢) Se M e N sao termos lambda e x é uma varidvel, entao:
c.1) (MN) é um termo lambda,;

c.2) (Ax.M) é um termo lambda.
Um termo da forma (Ax.M) é usualmente denominado de abstra¢ao lambda. 4
Portanto, um termo lambda nao possul qualquer tipo de nomeagdo. Para

nomear um termo, é usado o sinal de igualdade como exemplificado a seguir onde
o termo lambda (Ax.x3) é nomeado pelo identificador cubo:

cubo = (Ax.x3)

Note-se que, na expressdo acima, X é uma variavel, e o expoente 3 ¢ uma
constante.

Relativamente ao uso de parénteses, as seguintes simplificacoes de notagdo
sao adotadas:

a) Associatividade @ FEsquerda. Parénteses podem ser eliminados, respeitando a
associativa a esquerda, ou seja, para os termos M, N e P, tem-se que:

MNP  éuma notacdo simplificadade ((MN)P)

b) Escopo de uma Varidvel. Parénteses podem ser eliminados, respeitando o
escopo de uma varidvel em uma abstragdo, ou seja, para os termos M, Ne P e
para a variavel X, tem-se que:

IXMNP  éuma notacdo simplificadade  (Ax.(MNP))

Note-se que os identificadores usados nio sao importantes. Por exemplo, os
seguintes termos lambda denotam a fungao adi¢do equivalentemente:

M, Y)x+y e A s)r+s

Entretanto, algumas regras simples devem ser observadas, como no caso em
que os identificadores devem ser diferentes. Um contra-exemplo é o seguinte, o
qual néo é considerado um termo lambda bem formado:

X, X)X +X
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Definicao 44 Linguagem Lambda.

Sejam X e C conjuntos contdveis de varidveis e constantes, respectivamente.
Uma Linguagem Lambda A sobre X e C é o conjunto de todos os termos lambda
sobre estes conjuntos. a

EXEMPLO 4.4  Termos Lambda.

As seguintes fungoes parciais:

f(x) =x3+4 g(x, y) = (x2,y-%) h(f, x) = (f(x))
g () = 2, y-%) b ) = f(f(x))
sdo denotadas pelos seguintes termos na Linguagem Lambda, respectivamente:
f=axx3+4 g=Mx, ¥).(x2, y-x) h = A(f, x).f(f(x))
g = AXAY.(X2, y-X) h = A2 f(F(x))

Observacgao 4.5 Linguagens Tipadas e Nao-Tipadas.

A Linguagem Lambda inspirou diretamente a linguagem de programacio LISP.
Analogamente a definicdo original da Linguagem Lambda, LISP é uma
linguagem sem tipos. Ou scja, programas e dados sao nao-distingiiiveis. Até hoje
sao discutidas as vantagens e desvantagens das linguagens tipadas e linguagens
ndo-tipadas, ou seja se;

e tipos devem constituir uma esquema basico do conhecimento;
e entidades devem ser organizadas em subconjuntos com propriedades
uniformes a partir de um universo nao-tipado.

De qualquer forma, apds a introducdo da linguagem Algol (IMAL69]), onde
varidveis sdo associadas a tipos quando de suas declaracdes, permitindo
verificagoes sintdticas e seménticas de suas instancias no programa em tempo
de compilacdo, foi entdo, que tipos passaram a ser considerados como uma
facilidade essencial para o desenvolvimento de programas. a

A associacio de tipo a um termo lambda é como em uma definicao tradicional
de fungao. A definigéo formal de termos lambda tipados é omitida.

EXEMPLO4.5 Termos Lambda Tipados.

As seguintes fungdes parciais, onde as varidveis X e y tém seus valores em N:
fx) =x3 +4 glx, y) = (x2,y-%) h(f, x) = f(f(x))
g (y) = (x2, y-x) h'(H () = f(f(x))
sao denotadas pelos seguintes termos tipados na Linguagem Lambda:
f=axx3+4 N - N
g=ax y).(x% y-x): N2 - N?
g =axAy.(x2 y-x: N - (N - N2
h=xaf, ) f(fx})) (N> N)xN - N
h =AM axf(fx)): (N » N) > (N - N) J



4.1.4 Semantica de um Termo Lambda

A semantica de um termo lambda estd relacionada com os conceitos de

varidvel livre, substituicao de varidavel livre e regra de redugio beta, introduzidos
LIRPUL .

Definicdao 4.6 Variavel Ligada, Variavel Livre.

Uma varidvel em um termo lambda é denominada:

a) Varidvel Ligada, se esta dentro do escopo de um abstracio lambda;

b) Varidvel Livre, caso contrario. a
EXEMPLO 4.6  Varidvel Ligada, Varidvel Livre.

a) No termo Ax.xX, as varidveis x e k sio ditas ligada e livre, respectivamente.

b) No termo Ak Ax.xK, as varidveis x e k sao ditas ligadas. Q
Definicin 47,  Sihafibicic e Warsryd Wivie.

Sejam x uma variavel e M, P termos lambda. A Substituicdo de uma Variduvel
Livre x por P em M denotada por:

[P/XIM
é simplesmente a substitui¢do de todas as ocorréncias de x em M pelo termo P. 3
EXEMPLO 4.7  Substituicdo de Variduvel Livre.
A substituicdo da varidvel livre x por 5 em Ak.xK é como segue:
[5/x]Ak xk = Ak 5K 0
Defini¢io 4.8 Regra de Reducio Beta.

Sejam X uma varidvel e M, P termos lambda. A Regra de Redugdo Beta (Regra de

Redugdo B) de um termo (Ax.M)(P) é dada pela substituicdo de x por P em M, ou
seja:

[PXIM 2
Note-se que x é varidvel ligada em AxM, mas é livre em M, o que garante a
coeréncia da defini¢do acima.
Defini¢do 4.9 Semaintica de um Termo Lambda.

A Semdntica de um Termo Lambda dado por uma funcdo aplicada a um

parametro ¢ dada pelas aplicagbes sucessivas possiveis da regra de reducio
beta. 0

EXEMPLO 4.8  Regra de Redugao Beta, Semdntica de um Termo Lambda.

A semantica do termo (Ak.(Ax.xK)(5))(2) é dada pela sucessiva aplica¢ao da regra
de reducéao beta como segue:
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(k. (A XK) (B))(2) = aplica¢iio da regra de reducao beta em k
= [2/K](Ax xK)(5) = substituicdo da variavel livre k
= (Axx2)(5) = aplicacdo da regra de redugéo beta em x
= [5/x](x2) = substituicdo da varidvel livre x
=52=
=25

a

4.2 Funcoes Recursivas de Kleene

As funcdes recursivas parciais propostas por Kleene sao fungbdes construidas
sobre funcgdes basicas, usando trés tipos de construcoes denominadas de
composicdo, recursdo e minimizacio, as quais sdo apresentadas individualmente
antes da introducdo do conceito de fungao recursiva parcial.

Demonstra-se que:

¢ uma funcéo ¢ Turing-computdvel se, e somente se, a funcéo é recursiva
parcial;

e uma funcdo é Turing-computavel por uma maquina gue sempre para se, e
somente se, a funcao é recursiva total.

Assim, existe uma relacao direta entre as seguintes Classes:

e Funcdes Recursivas Parciais e Funcoes Turing-Computaveis (e, portanto.
também com Linguagens Enumerdveis Recursivamente);

e Funcoes Recursivas Totais e Funcoes Turing-Computaveis Totais (e,
portanto, com Linguagens Recursivas).

4.2.1 Composicao

A composicao definida a seguir generaliza o conceito usual de composigéo de
funcoes.

Definicdo 4.10 Composicao de Funcdes.
Sejam g, f1, f, ..., fk fungodes parciais tais que:

9= Ayt Y2, YK 91, y2... .y NK - N
fi = AMx1q, x2...., Xp) fi(x1, x2,..., xn): N* = N, para ie {1.2,...,k}

A funcdo parcial b tal que:
h=AXq, X2,.... Xp) h(x4, x2,..., Xp): N0 - N
é a Composicao de Fungées definida a partir de g, f1, fz, ..., fk como segue:

h(X1, X2..... Xp) = G(F1(X1, X2,.... Xn), f2(x1, X2, Xn). .-, X4, X2, Xn))



A funcao parcial h é dita definida para (x1,X2,...Xp) se, € somente se:

®  fi(x1, X2,..., Xp) é definida para todoie {1,2, ..., k}
o g(fi(x1, x2,..., Xp), fa(x1, X2,..., Xp),-.., fk(X1, X2,..., Xpn) } é definida. 2

A composig¢do de fungoes generalizada também é denominada de Substituigao
de Funcgées pois h é obtida a partir da substitui¢do dos yj em g por fi(xq,x2,...Xp),
paratodoie {1,2, ..., k}.

EXEMPLO 4.9  Composi¢do de Fungoes - Fungoes Constantes.

Suponha as seguintes fungoes:

zero=2x.0: N - N funcdo constante zero

sucessor = Ax.x+1: N - N funcao sucessor

adicdo = A(x, y) x+y: N2 5 N fung¢do adigao
As seguintes func¢ées sdo definidas, usando composigio de funcdes:

um = Ax.sucessor(zero(x)): N -» N func¢io constante um

dois = Ax.sucessor{um(x)): N - N funcao constante dois

trés = Ax.adigdo(um(x), dois(x)): N - N funcao constante trés

Sugere-se, como exercicio, verificar se, usando as mesmas fungoes zero,
sucessor e adicdo, existem outras formas de definir equivalentemente as
fungoes um, dois e trés. 3

4.2.2 Recursao

O conceito de recursio é de fundamental importidncia na Ciéncia da
Computacdo. Atualmente, nao s6 grande parte das linguagens de programacao
possuem facilidades de recursdo como, também, a arquitetura de muitos
computadores modernos possui estruturas para tratar eficientemente recurséo.

Definicdo 4.11 Recursao.
Sejam f e g fung¢oes parciais tais que:
f=A(x1, X2,..., Xn).f(x1, X2,..., xp): NP - N
g = AX1, X2,.... Xn, ¥, 2).9(X1, X2...., Xn. ¥, 2): N"*2 5 N
A funcgao parcial h tal que:
h = X(x1,X2,... Xn, ¥).h(X1,X2,.. Xn, ¥): N?*1 5 N
¢é definida por Recursdo a partir de f e g como segue:
h(x1, X2,..., Xn, 0) = f(x1, X2,..., Xn)
h(x1,x2,..., Xn, Y+ 1) =g(X1, X2,---, Xn, ¥, h(X1, X2, .., Xn, ¥))
A fungao parcial h é dita definida para (x1,X2,...Xn, ¥) se, e somente se:

® (X1, X2,..., Xp) € definida;
®  g(X1,X2,..., Xn, 1, h(X1, X2,..., Xn, I} ) é definida para todoie {1,2, ..., y} a
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EXEMPLO 4.10 Recursao - Adi¢ao.

Suponha as seguintes fungoes:
id=Axx' N - N funcao identidade
sucessor = ixx+1: N - N fung¢ao sucessor
proj3a = A(x,y, 2).z. N3 5 N funcio projecao da 32 componente da tripla
A funcao adi¢ao nos naturais tal que:
adicdo = A(x, y).x+y: N2 » N
é definida, usando recursao, como segue:
adigcao(x, 0) = id(x)
adicao(x, y + 1) = proj33( x, y, sucessor( adigao(x, y))
Por exemplo, adi¢do(3, 2) é como segue:
adi¢cao(3, 2) =
= proj3s( 3, 2, sucessor(adigao(3, 1))) =
= proj3a( 3, 2, sucessor(proj33(3, 1, sucessor(adicdo(3, 0))))) =
= proj33(3, 2, sucessor(proj33(3, 1, sucessor(id(3))))) =
= proj33( 3, 2, sucessor(proj3a(3, 1, sucessor(3)))) =
= proj33( 3, 2, sucessor(proj33(3, 1,4))) =
= proj33( 3, 2, sucessor(4)) =
= proj33(3,2,5) =
=5
Note-se que, nas instancias de proj33(x, y, sucessor{ adi¢do(x, y)), somente a
componente sucessor(adicdo(x, y) é importante na légica apresentada. A funcéo
proj33, bem como as componentes X e Yy, estdo presentes somente para satisfazer

a defini¢do de recursao. De fato, fungdes do tipo “projecdo” sdo fundamentais em
recursio, como serd visto adiante. a

4.2.3 Minimizacao

O conceito de minimizacdo que segue nao é intuitivo na noc¢éo de recursao.
Entretanto, é fundamental para garantir que a Classe de Fungbes Recursivas
Parciais definida adiante possa conter qualquer func¢do intuitivamente
computdvel.

Defini¢cdo 4.12 Minimizacao.
Seja f uma funcao parcial tal que:
f=AXq, X2,..., Xn, ¥).fX1, X2,..., X, ¥): NM*1 5 N

A funcao parcial h tal que:
h =A(x1, X2,..., Xp)-h(x1, X2,..., Xp): N?" - N

é dita definida por Minimizagao de f e é tal que:
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h = Ax1.x2.... Xn).min{y | §(x1,...xn, y) = O e, Vz tal que Z <V, f(X{,...Xn, 2) é definida}
]

Portanto, a funcéo h para o valor (x1,... Xp) € definida como o menor natural y
tal que f(x1,....xn, y) = 0. Adicionalmente, a condigéo:
vz tal que z <, f(Xq,....Xn, Z) é definida

garante que é possivel determinar, em um tempo finito, se, para qualquer valor z
menor do que y, f(x1,....Xn , 2) é diferente de zero. Note que a fungdo h é parcial
(quais as condi¢des para estar definida em (x1,....Xp)?).

Por simplicidade, no texto que segue, para uma funcao h definida por
minimizacgao de f, a seguinte notacao é adotada (compare com a defini¢do acima):

h = A(X1,X2,....X).min{y | f(x1,...xn, y) = 0}

EXEMPLO 4.11 Minimizagdo, Recursdo - Constante Zero.

Suponha a func¢do constante zero = Ax.0. N — N. Considere a seguinte funcgido
que identifica 0 nimero zero nos naturais:

COnStzero: - N

Note-se que é uma funcio sem varidveis, ou seja, é uma constante. Sugere-se
como exercicio compara-la com a fungdo constante zero e diferencia-la da mesma.
A constante constyerg é definida usando minimizacio como segue:

constzero = min{y | zero(y) = 0}

De fato, o menor natural y tal que zero(y) =0 é 0. |

EXEMPLO4.12 Minimiza¢dao, Recursdo - Antecessor.
Suponha a constante zero constyerg, bem como a seguinte fungio de projegio:
proj2¢ = Mx, y).x: N2 - N funcao projec¢do da 12 componente do par
A seguinte fun¢do antecessor nos naturais:
antecessor = Ax.antecessor(x): N — N

pode ser definida, usando recurséo (supondo que antecessor de 0 é 0), como segue:
antecessor(0) = constzerg
antecessor(y + 1) = proj24(y, antecessor(y) )

Por exemplo, antecessor(2) é como segue:
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antecessor(2) =

= proj21( 1, antecessor(1)) =

= proj2¢( 1, proj21( 0, antecessor(0))) =

= proj21( 1, proj21(0, constzero)) =

= proj24(1, proj241(0, 0)) =

= proj21(1,0) =

=1
Repare que foi necessdrio usar uma fungdo de “projegéo”. a
EXEMPLO 4.13 Minimizagdo, Recursdo - Subtrag@o.

Suponha a constante zero COnstzero, bem como as seguintes fungoes:
id=xxx:N >N funcio identidade
proj3z = A(x,y,2).z. N3 - N funcao projegdo da 32 componente da tripla

A seguinte fungdo subtracgéo nos naturais:
sub = A(x, y).sub(x, y): N2 > N
pode ser definida usando recursio:
sub(x, 0) = id(x)
sub(x, y +1) = proj33 antecessor(x, y, sub(x, y))
Por exemplo, sub(3, 2) é como segue:

sub(3, 2) =

= proj33 antecessor(3, 1, sub(3, 1)) =

= proj33  antecessor(3, 1, proj3s3 - antecessor(3, 0, sub(3, 0)) =

= proj33 - antecessor(3, 1, proj33 - antecessor(3, 0, id(3))) =

= proj3s ~ antecessor(3, 1, proj3z antecessor(3, 0, 3)) =

= proj33 antecessor(3,1,2) =

=1
Novamente, foi necessdrio usar uma fun¢do de “projecdo”. Sugere-se como
exercicio, determinar o valor de sub(2, 3). =]

4.2.4 Funcio Recursiva Parcial e Total

Funcdes recursivas parciais sdo definidas a partir de trés funcoes basicas
sobre o conjunto dos nimeros naturais, como segue:

¢ constante zero;
®  sucessor;
e projecao.

Mais precisamente, projecio ndo é uma fun¢éo, mas uma familia de fungdes,
pois depende do nimero de componentes, bem como de qual componente que se
deseja projetar. £ interessante observar que, somente com estas trés funcoes,



bem como com as construcdoes de composicdo, recursido e minimizagio, é
b ’
pOSSfVGl definir qualquer fUDQéO intuitivamente computével,

Definicdo 4.13 Funcao Recursiva Parcial.
Uma Func¢ao Recursiva Parcial é indutivamente definida como segue:
a) Fungées Basicas. As seguintes fungdes sdo recursivas parciais:
zero=ix0:N - N funcao constante zero
sucessor = Ax.x+1: N - N fun¢do sucessor
projni = A(x1,x2,...Xp) .Xi: N" - N proje¢do: i-ésima componente da n-upla
b} Composicdo de Fungées. Se as seguintes fungdes sao recursivas parciais :
9= Myt y2.--. Y0901, Y2, yW: Nk - N
fi = A(x1, x2,..., Xp) fi(x1, X2,..., Xp): N?" - N, para todoie {1,2, ..., k}
entdo a seguinte fungéo é recursiva parcial :
h =A(x1, X2,..., Xp).h(xq, X2,..., xp}: N" -5 N
a qual é definida pela composi¢do de fungbes a partir de g, f1, fa, ..., f como
segue:
h(x1, x2...., xn) = g(f1(x1. X2,.... Xn), f2(x1, X2,.... Xn),.. f(X1. X2, X))
¢) Recursdo. Se as seguintes fun¢oes sdo recursivas parciais :
f=A(x1, x2,..., Xp).f(x1, x2,..., Xp): N? - N
g=AX1, X2,..., Xn, ¥, 2).9(X1, X2,..., Xn, ¥, 2): N"*2 5 N
entdo a seguinte fung¢ao é recursiva parcial :
h = &(x1.X2,.. Xn, ¥).h(x1,X2,...Xn, ¥): N"*1T > N
a qual é definida por recursao a partir de f e g como segue:
h(x1, x2,..., Xn, 0) = f(xq, X2,..., Xp)
h(X1, X2,..., Xn, ¥ + 1) = g(X1, X2,..., Xn, ¥, h(X1, X2,..., Xn, ¥) )
d) Minimizag¢do. Se a seguinte fungao é recursiva parcial:
f=A(Xq, X2...., Xn, y).f(x1, x2...., X, y): N"*T 5 N
entao a seguinte funcdo é recursiva parcial:
h = A(x1, X2,..., Xp).h(xq, X2,..., Xp): N - N
a qual é definida por minimiza¢do de f, como segue:
h = A(X1,X2,...Xn).min{y | f(x1,...%n, y) =0} N" > N J
EXEMPLO 4.14 Fungoes Recursivas Parciais.
a) Funcdo Identidade. A funcao identidade definida como segue:
id=2xx:N -5 N
é recursiva parcial pois é uma fung¢ao bdsica de projecao, ou seja:
id = proj14

b) As seguintes fung¢des exemplificadas anteriormente sio recursivas parciais:
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adicdo = M(x, y) x+y: N2 5> N funcio adicao
sub = A(x, y).sub(x, y): N2 - N func¢ao subtracao
um = Ax.sucessor(zero(x)): N - N funcgado constante um
dois = Ax.sucessor(um(x)): N - N funcao constante dois
trés = Ax.adicdo(um(x), dois(x)}: N - N funcao constante trés
constzero: — N valor constante zero
antecessor = Ax.antecessor(x): N —- N fung¢do antecessor

Q

Uma funcéo recursiva total, como o préprio nome indica, nada mais é do que
uma fungao recursiva parcial que é total.

Definicdo 4.14 Funcao Recursiva Total.

Uma Fung¢éao Recursiva Total é uma fungio recursiva parcial definida para todos
os elementos do dominio. a

Para um completo entendimento da defini¢do de uma fungéo recursiva total,
sugere-se revisar:

e Defini¢ao 4.10 - Composi¢ao de Fungoes
¢ Definicao 4.11 - Recursao
¢ Defini¢do 4.12 - Minimizagido

verificando as condigdes para que a fungdo resultante destas defini¢oes seja
total. Sugere-se, como exercicio, verificar quais das fung¢des do Exemplo 4.14 séao
totais.

O seguinte teorema (a demonstracdo é omitida) é mais um reforgo para a
Hipétese de Church.

Teorema 4.15 Fungodes Recursivas x Fun¢des Turing-Computaveis.
As seguintes classes de fungdes sdo equivalentes:
a) Fungbes Recursivas Parciais e Fungdes Turing-Computdveis;

b) Fungoes Recursivas Totais e Fun¢oes Turing-Computdveis Totais. |

Conseqlientemente, a seguinte relacdo entre classes também pode ser
estabelecida:

* Funcoes Recursivas Parciais e Linguagens Enumeraveis Recursivamente;
e Funcdoes Recursivas Totais, Funcoes Turing-Computaveis Totais e
Linguagens Recursivas.



4.3 Definicoes Recursivas de Bird

Nesta secao é apresentado o formalismo de R. Bird para o tratamento do
conceito de recursao, através de definicbes recursivas. Inicialmente, sdo
introduzidos alguns exemplos que ilustram o potencial destas definicdes. De fato,
verifica-se que a Classe das Funcgdes com Definiciao Recursiva é a mesma Classe
das Fung¢oes Computdveis.

Nos exemplos que seguem, considere expressdes da seguinte forma:

(b — eq, )

Informalmente, o valor de tal expressio é eq, se p é verdadeiro, e e, caso
contrario. A defini¢io formal é dada adiante.

EXEMPLO4.15 Fatorial.
Considere a seguinte definigio recursiva da funcao fatorial:
fatorial = Ax.(x =0 — 1, xefatorial(x - 1))
Por exemplo, fatorial(0) = 1. De fato:
fatorial(0) = (0=0 —1, Qefatorial(0- 1)) = 1

Observa-se que Oefatorial(0-1) nado tem valor definido, pois fatorial(0-1) ¢
indefinido. Mesmo assim, como X=0 é verdadeira, a funcio tem valor definido e
igual a 1 (conforme o valor de uma expressio da forma (p — eq, es) introduzido
acima). Q

EXEMPLO 4.16 Adi¢ao, Multiplicacdo e Potenciacdo.
Considere as seguintes defini¢des recursivas das funcoes adicdo (adicdo),
multiplica¢do (mult) e potenciagio (pot):

adicdo = A(x, y).(x=0 — y, adicao(x-1,y) + 1)

mult = A(x, y).(x =0 — 0, adicdo( muit(x-1,y), y))

pot = A(x, y).{y =0 — 1, mult(pot(x, y- 1), x))
Observa-se que:

® aadicdo é definida em termos da fungio sucessor (sucessor = Ay.y +1)

® amultiplicagio é definida em termos de adi¢oes de y
* a potenciacio é definida em termos de multiplicacdes de x

EXEMPLO 4.17 Divisao, Multiplicacdo.

]

Considere a defini¢ao da fun¢io multiplicagdo do exemplo anterior, juntamente
com as seguintes defini¢des recursivas das funcdes divisdo inteira (div) de x por y
(indefinida para y = 0) e multiplicagdo (m} desta por y:

div = A(x, y).(x<y — 0, div(x-y, y)+1)

m = A{x, y).mult(y, div(x, y))

Entretanto, para y = 0, m(x, 0) admite as seguintes interpretacées:
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e m(x, 0) = muit(0, div(x, 0)) = O portanto é definido;
e m(x, 0) = mult(0, div(x, 0)) ¢é indefinido pois:
div(x, 0) ¢ indefinido;
portanto o argumento (0, div(x, 0)) é indefinido;
logo mult(0, div(x, 0)) é indefinido. a

Problemas de dupla interpretagdo (definido/indefinido) como o do exemplo
acima sdo solucionados, usando regras de avaliagdo de fungdes recursivas, as
quais sdo introduzidas em 4.3.2 - SemAntica de uma Funciao Definida
Recursivamente.

EXEMPLO 4.18 Minimizagdo.
Seja a fungio h definida por minimizagéo de f = A(X, y).f(x, y) como na Definicao
4.12:
h=2xmin{y | f(x. y) =0 e, Vz tal que z <y, f(x, 2) é definida}
Para definir h considere a seguinte funcao k:
k=A(x, 2).(f(x,2) =0 —> 2z Kk(x,z+ 1))
Entao, h pode ser definida como segue:
h = Ax.k(x, 0)

Note que, de fato, h para o valor x é definida como o menor natural y tal que
f(x,y) =0 e garante que é possivel determinar, em um tempo finito, se para
qualquer valor z menor do que y, f(x, z) é diferente de zero. Sugere-se como
exercicio o caso geral para h = A(x1, X2,..., Xn).h(X1, X2,..., Xp), supondo f = A(x1,
X2,..., Xn, ¥) f(x1, X2,..., Xn, ). 4

4.3.1 Classe das Func¢oes Definidas Recursivamente

A seguir, é apresentada formalmente a Classe das Funcgbes Definidas
Recursivamente. Inicialmente, sdo introduzidos os tipos necessdrios e,
posteriormente, as defini¢Ges de expressoes predicativas e expressdes numéricas,
necessarias para o conceito de defini¢do recursiva.

Definicdo 4.16 Tipo de Definicio Recursiva.

Um Tipo de uma definigao recursiva pode ser como segue (suponha n = 1)

N
B
N" - N
N - B

Relativamente as constantes e varidvers dos tipos, assume-se que:

a) Tipo N. As constantes sio os numeros;
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0,1,2,..
As varidveis sdo denotadas pelos identificadores:
X, Y, Z,..., X1, Y1, Z1,...
b) Tipo B. As unicas as constantes sdo denotadas pelos identificadores:
verdadeiro e falso
0s quais representam os valores-verdade verdadeiro e falso, respectivamente;

¢) Tipo N — B. A tunica constante é denotada por zero e representa a funcio
constante a qual verifica se o argumento é nulo, ou seja:

zero=2x.(x=0): N> B

d) Tipo N — N. As unicas constantes sdo denotadas pelos identificadores
sucessor e antecessor, os quais denotam as fungoes sucessor e antecessor,
respectivamente, ou seja:

sucessor = Ax.(x+1): N > N
antecessor = Ax.(x=0—-0,x-1): N> N

e) Tipo NN — N ou N0 — B. As varidveis sfo denotadas pelos identificadores:
f,g, h,....f1, 91, e, a

Dois tipos de expressdes sdo consideradas: predicativas e numeéricas. Note
que as defini¢des destas expressdes apresentadas a seguir referenciam-se
mutuamente. Neste contexto, uma expressao predicativa ou numérica € dita
sobre um tipo X € {N, B}, quando:

e ¢édotipo X ou
¢ seu contradominio € do tipo X, ou seja, é do tipo N? —» X

Defini¢ao 4.17 Expressido Numérica.
Uma Expressdo Numérica é sobre N e é indutivamente definida como segue:

a) Expressbes Numéricas Bdsicas. Cada constante ou varidvel do tipo N
constitui uma expressdo numérica;

b) Composigdo. Se €4, €2,..., €y sa0 expressbes numéricas e f é uma variavel do
tipo NN — N, entéo é expressdo numérica:

fle1, e2,..., en)

¢) Composicdo Numérica Condicional. Se p é uma expressao predicativa e eq,
ey sdo expressdes numéricas, entdo a seguinte composi¢do condicional é
expressdo numérica:

(p—e1, e |
Definicdo 4.18 Expressao Predicativa.

Uma Expressdo Predicativa é sobre B e é indutivamente definida como segue:
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~

a) Expressées Predicativas Bdsicas. As constantes verdadeiro e falso sao, por si

mesmas, expressdes predicativas;

b) Composig¢ao com Expressdo Numérica. Se € é uma expressdo numérica, entio
€ uma expressio predicativa:

zero(e)

¢) Composigao Predicativa Condicional. Se pq, p2 e p3 sdo expressdes
predicativas, entdo é uma expressio predicativa:

(P1 — p2. pP3) a

Por simplicidade, uma expressdo predicativa ou numérica é denominada
simplesmente de expressao.
Defini¢cao 4.19 Definicao Recursiva.
Sejam e, ea,..., ek expressdes tals que:
a) Paracadase {1, 2,..., k}, es ésobre o tipo Xs, onde X é N ou B;
b) As varidveis que aparecem em €g sdo elementos do conjunto:

{Xs1, Xs2:- - s Xsnss f1, 2., Tk}
onde:

xs, € do tipo N, para cadare {1,2,..., ns}
fs € do tipo NS — X, paracadase {1,2,..., k}

Uma Defini¢do Recursiva de fq, f2,...,f« é dada por:

f1 = AX14 X120 0 X100) - F1(X4, X152, X1y) = €1
f2 = A(X2q, X24,- .., X200) f2(X24, X25,..., X2) = €2

fic = A%k, Xicr- -+ X -ThXkg Xizr- - Xk = €K 0

Portanto, uma defini¢do recursiva pode definir mais de uma funcéo
simultaneamente. E interessante reparar que, de certa forma, as definigdes de
expressdo numérica e expressio predicativa acima sdo  definidas
simultaneamente (referenciam-se mutuamente).

EXEMPLO 4.19 Defini¢ao Recursiva.
A defini¢ao:
f = Ax.(zero(x) — sucessor(x), sucessor( f(antecessor(x)))
é a definigdo recursiva (formal) de:
f=hx(x=0-x+1 f(x-1)+1)

Sugere-se como exercicio revisar as func¢oes introduzidas nos Exemplos 4.15 a
4.18, garantindo que sao defini¢des recursivas (formais). a



4.3.2 Semantica de uma Funciao Definida Recursivamente

No Exemplo 4.17, foi introduzida uma operag¢do de multiplicacio a qual
admitia duas interpretacdes, uma definida e outra indefinida. De fato, para que se
seja capaz de determinar exatamente como fungdes sdo descritas por definigoes
recursivas, é necessario especificar uma regra de avaliacao (seméintica) para
associar valores de fungdes com os argumentos dados. Entre muitas possiveis
regras, duas sdo descritas, a saber:

e regra-valor, onde os valores dos argumentos sio avaliados antes de serem
requeridos;
e regra-nome, onde os valores sdo avaliados se e quando sao requeridos.

Portanto, em uma regra-valor, os argumentos sdo avaliados antes da
avaliacdo da funcdo que o referencia, enquanto que, em uma regra-nome, a
avaliacdo dos argumentos é postergada até o ultimo momento possivel. Em
algumas linguagens de programacao como Algol, as avaliacdes regra-valor e
regra-nome possuem paralelo na passagem de argumentos “por valor” (by value)
ou “por nome” (by name), respectivamente.

EXEMPLO 4.20 Regra-Valor x Regra-Nome.
Considere a seguinte funcéo:
f=x(x=0-—0, f(x-1,fx, y)))
Suponha que ¢ desejado avaliar f(1,0). Assim, tem-se que:
f(1,0)=(1=0-0,f(1-1,1f1,0)))
Como 1=0 é falso, a avaliacdo continua em f(1-1, f(1, 0)). Logo:
a) Regra-Valor. Inicialmente, os argumentos 1-1 e f(1, 0) sao avaliados, para

entdo avaliar f(1-1, f(1, 0)). Entretanto, a avaliacdo do argumento (1, 0)

implica uma recursio sem fim, o que significa que f(1, 0) é indefinido;

b) Regra-Nome. Os argumentos 1-1 e f(1, 0) ndo sdo avaliados, mas sim
substituidos, resultando em:

(1-1=0->0,f((1-1)-1,f((1-1),{(1,0})))

Somente, entdo, é feita a avaliagdo de 1-1=0 resultando em verdadeiro,
determinando que a avaliacdo resulta no valor 0. Portanto, pela regra-nome,
(1,0) é definido (e resulta em 0). a

O exemplo acima ilustra um fato importante sobre as regras de avaliagdo: o
processo de avaliacio é efetuado pela manipulagdc de expressdes e nao
necessariamente pelas quantidades abstratas que as expressoes representam.

Suponha que, para um tipo X, C(X) denota o conjunto de todas as constantes
de X. Ambas as regras permitem avaliar uma expressao e dada por f = A(xq,



X2,.... Xp).f(x1, x2...., Xp) para um argumento (a1, az,....an €
C(X1)xC(X) x ... xC(Xp). Para tal, é suposto que cada constante de fun¢ao c:
X1 - X é interpretada como uma fung¢ao do tipo C(X 1) x C(X5).

Antes de definir formalmente as regras de avaliagdo regra-valor e regra-nome,
é necessdrio introduzir o conceito de expressao livre.

Definicao 4.20 Expressao Livre.

Uma expressao numérica ou predicativa e é dita uma Expressdo Livre se contém
somente constantes, excetuando-se, eventualmente, varidveis do tipo N" - N ou
Nn— B. )

Portanto, uma expressao livre nao contém varidveis, excetuando-se,
eventualmente, variaveis identificadas por f, g, h,..., f1, g1, h1,... . E importante
ndo confundir os conceitos expressao livre e varidvel livre (Linguagem Lambda).
Assim, sugere-se como exercicio comparar e diferenciar as duas definicoes.

Definicao 4.21 Avaliacdo Regra-Valor.

Suponha uma defini¢ao recursiva de f1, fp,... fk dada por:

f1 = MX1y, X4, X1p9) (X171, X100, X101) = €1
f2 = A(X2q, X209, -, X202) - T2(X24, X25,. .., X2n0) = €2

Tk = MXkr, Xkos- - -0 Xk -Tk(Xkas Xkoo- o0 Xkepd = €k
Uma Avaliagdo Regra-Valor é definida como segue:

Caso 1. Para cada se {1, 2,..., k}, a avaliagdo de fg para o argumento (as,,
asy,...,dspg), Onde agy, asy,...,Asns SA0 expressdes livres, para todo re {1, 2,...,
Ns}, consiste na substitui¢do de todas as ocorréncias de xs por as, na
expressao €s. Apés, é realizada a avalia¢ao de cada expressio livre de acordo
com os demais casos;

Caso 2. Se a expressao livre e ¢ da forma (p — e1, e2) onde €1, €2 sdo expressoes,
entao é realizada a avaliagao p. Se o resultado é verdadeiro, entao a avaliacao
de e é dada pela avaliagao de eq; caso contrdrio, e é dada pela avaliacao da
avaliacao de ep. Se o processo de avaliacdo de p néo termina, entdo o valor de
e é indefinido;

Caso 3. Se a expresso livre € é da forma c(eq, €2,..., €k), onde Cc é uma constante
de func¢do, entdo é realizada a avaliagdo de eq, ep,..., € na seqiiéncia. Se o
processo termina, resultando nas expressoes constantes by, ba,..., bg, entao o
valor de e é dado por c{bq, by,..., by); caso contrdrio, o valor de e € indefinido;

Caso 4. Se a expressao livre e é da forma f(eq, e2,..., ex), entdo é realizada a
avaliacao de eq, ep,..., € na sequiéncia. Se o processo termina, resultando nas
expressoes constantes by, bp,..., by, entao o valor de e é dado por f(b1, ba,...,
bk) (caso 1); caso contrario, o valor de e é indefinido;
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Caso 5. Se a expressio livre € nao corresponde a nenhuma das formas acima,

entao o valor de e é a propria expressio e. a
Defini¢ao 4.22 Avaliacao Regra-Nome.

Uma Avaliagdo Regra-Nome possui os mesmos casos da regra-valor da Definigao
4.21, excetuando-se o caso 4, dado a seguir:

Caso 4. Se a expressao livre e é da forma f(eq, es,..., €k), entdo o valor de e é dado
por f, para o argumento (e1, €z,..., €k}, como no caso 1. a

EXEMPLO 4.21 Regra-Valor, Regra-Nome - Multiplicacdo.

Considere, novamente, a seguinte fun¢do de multiplica¢io:

m = A(x, y).multy, div(x, y))

onde:
muit = A(x, y).(x=0 — 0, adigdo(mult(x- 1, y), y))
div=2A(X, y).(x<y — 0, div(x-y,y)+1)

Para o argumento (1, 0), a avaliagio de m para cada regra é como segue (por
simplicidade, a defini¢ao formal da funcéo x<y é omitida, bem como os detalhes
de sua avaliacao):

Regra-Valor.

caso 1: a substituicao resulta em mult(0, div(1, 0))

caso 4: a avaliacdo de mult(0, div(1, 0)) necessita da avaliagdo de 0 e div(1, 0)
caso 5: a avaliacéao de 0 é a prépria expressao 0

caso 1: a avaliacdo de div(1, 0) determinada pela substituicdo resulta em
{(1<0 —0,div(1-0,0)+ 1)

caso 2: a avaliagéo de 1<0 é falso e determina a avaliagdo de div(1-0, 0)

caso 4: a avaliacao de div(1-0, 0) necessita da avaliacdode 1-0e 0

Na seqléncia, as avaliagdes de 1-0, O resultam em 1, 0, respectivamente, e
determinam a avaliacdo de div(1, 0). Portanto, os casos 1-2-4 (detalhados acima)
sao repetidos indefinidamente.

Logo, pela regra-valor, m(1, 0) é indefinido.
Regra-Nome.

m{1, 0) = caso 1: substituicao
= mult(0, div(1, 0)) = caso 4: substituigdo
= (0=0 — 0, adicdo(mult(0- 1, div(1, 0)), div(1,0))) = caso 2
=0 caso b: avaliacdo de 0é 0
=0

Logo, pela regra-nome, m(1, 0) é definido e resulta em 0. 3

EXEMPLO 4.22 Regra-Valor, Regra-Nome.

Considere a defini¢ao recursiva de f1, fa, f3 dada por:
f1 = Ax.fo(f3, x): N - N
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fa=A(g, x).9(x, g(x,0)): (N2> N)xN > N
f3= A(X, y).(x =0 -y, fi(antecessor(x))): N2 5 N

As avaliagdes de f{(1) por ambas as regras produzem zero como resultado, como
pode ser verificado na Figura 4.1 e na Figura 4.2. a

Regra-Valor - f1(1)

f1(1) = caso 1
= f2(f3, 1) = caso 4
= f3(1,13(1,0)) = caso 1
= f3(1,(1=0-0, f(antecessor (1)))) = casos 2e 3
= f3(1,£1(0)) = caso 1
= f3(1, fof3, 0)) = casos H el
= f3(1,13(0, f3(0, 0))) = caso 1
= f3(1, f3(0, (0 =0 — 0, f1( antecessor (0))))) = casos 2eb
= f3(1,13(0,0)) = casos 1, 2 e 5 (como acima)
= f3(1,0)= casos detalhados acima
=0 .

Figura 4.1 Avalia¢do por regra-valor

Regra-Nome - f1(1)

f1(1) = caso 1
= fo(fs, 1) = caso 4
= f3(1,1f3(1,0)) = caso 4
= (1=0- 131, 0), fi(antecessor(1))) = caso 2
= f{(antecessor(1)) = caso 4
= fo(f3, antecessor(1)) = caso 4
= fz(antecessor(1) , fsy(antecessor(1), 0)) = caso 4
= (antecessor(1) = 0-—

fa(antecessor(1), 0), f1(antecessor(antecessor(1)))) = caso 3
= (0 =0 - fz(antecessor(1), 0), fi(antecessor(antecessor(1}))) = caso 2
= fi(antecessor(1), 0) = caso 4
= (antecessor(1) = 0 — 0, f{( antecessor(antecessor(1)))) = caso 3
= (0 =0 - 0, fi(antecessor( antecessor(1)))) = caso 2
= 0= caso 5
=0

Figura 4.2 Avaliacdo por regra-nome

A diferenca essencial entre regra-valor e regra-nome pode ser resumida como
segue:

a) Regra-Nome. A avaliacdo das subexpressoes ¢é retardada até que os seus
valores sejam realmente requeridos para continuar a avaliacido. Deste modo,



subexpressdes que nio possuem valores definidos podem jamais serem
avaliadas;

b) Regra-Valor. Exige a avalia¢ao de todas subexpressoes, podendo néo terminar
ou falhar em terminar, devido a uma dessas subexpressoes falhar em ter um
valor definido.

Assim, as duas regras nunca produzem resultados conflitantes. Entretanto, a
regra-valor pode retornar um valor quando a regra-nome nao retorna. Portanto:

e uma funcio definida recursivamente, juntamente com a regra-valor ou
regra-nome, induz uma func¢ao, sem ambigiiidades;

® entretanto, como exemplificado, para uma mesma definicao recursiva, as
fun¢oes induzidas por regra-valor e regra-nome nédo necessariamente
coincidem.

Definicao 4.23 Funcao Regra-Valor, Funcao Regra-Nome.

Uma Fung¢do Regra-Valor ou uma Fungdo Regra-Nome é a func¢io induzida por
uma definicdo recursiva, considerando a avaliagdo regra-valor ou a avaliacio
regra-nome, respectivamente. a

Existe uma forma de construir defini¢des recursivas de tal maneira que as
correspondentes fungoes regra-nome e regra-valor coincidem. Tal resultado é
usado para o teorema a seguir, cuja demonstracdo ¢ omitida (ver [BIR76]).

Teorema 4.24 Funcoes Definidas Recursivamente <
Func¢oes Computaveis.

As Classes das Fung¢oes Regra-Valor e Regra-Nome sdo equivalentes a4 Classe
das Funcgoes Turing-Computdveis. |

4.3.3 Traducao de Programas em Definicoes Recursivas

No que segue, € introduzido, de maneira informal, como um programa
monolitico para uma maquina pode ser traduzido em defini¢des recursivas de tal
forma que as funcdes induzidas regra-valor e regra-nome coincidem com a fungao
computada pelo programa na médquina.

Seja P = (I, r;) um programa monolitico onde L = {r1, rs,...rn} ¢é 0
correspondente conjunto de rétulos. Suponha, sem perda de generalidade, que r é
o unico rétulo final. Seja M = (V, X, Y, nix, ny, I1F, 1) uma maquina tal que P é um
programa para M. Suponha a seguinte defini¢io recursiva:

fy = A fy(x) = ny(f1(mx(x)))
f1 = Av.fi(v) = eq
fo = Av.fa(v) = eo

fn = Av.fa(v) = en
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onde:
v é uma variavel do tipo V (conjunto de valores de memoria de M)
enh =V
e, para cada instrucdo rotulada por ry em P, para ke {1, 2,...,n-1}, tem-se que
(suponha que F é um identificador de operagao, T é um identificador de teste e rg,
r sdo rétulos de L):
a) Operacgdo.
a.1) Se ry é o rotulo de uma operacio em P da forma:
ry: faca F vé_para rg
entao ek = fr(nE(v))
a.2) Se ry é o rotulo de uma operagao da forma:
rx: faca v vd_para rg
entdo e = f(v)
b) Teste. Se ry é o rétulo de um teste da forma:
rr: se [ entdo véd_para rg sendo VA _para It
entdo ey = (m7(v) — fi(v), fr(v))
Entao a funcio computada (P, M) é tal que, para qualquer x € X:
(P, M)(x) = fv(¥)

De fato, quando a regra-valor é usada, a avaliagdo passo-a-passo de fy(x) é
exatamente a mesma seqiiéncia da computacdo de P em M para a entrada x.
Quando a regra-nome é usada, a avalia¢do de fy(x) procede em uma ordem
diferente, mas o resultado final é 0 mesmo.

EXEMPLO 4.23 Programa Monolitico— Defini¢ao Recursiva.

Considere o programa monolitico P1 na Figura 4.3 para a Maquina Norma. A
correspondente defini¢do recursiva é como segue:

fy = Ax.fy(x) = sai(f1(ent(x)))

f1 = Ax, y) fi(x, y) = (x=0 = fa(x, ). fa(x, )
f2 = Ax, y).flx, y) = falx- 1.y)
fa=ax y)fax, y) =f1lx, y + 1)

fa=AX Y

~

falx, y) =X y)

Programa Monolitico P4
se X=0 entdo vd_para 4 sendo véd_para 2

faca X:=X-1 vd_para 3

W =

faca Y:=Y+1 vé_para 1

Figura 4.3 Programa monolitico para a Maquina Norma
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No caso especifico da Mdquina Norma (com somente dois registradores X e Y), as
seguintes simplificagdes podem ser realizadas:

e substituir ent(x) por (x, 0) na defini¢ao de fy, obtendo:
fy = Ax.fy(x) = sai( f1(x, 0})

e como a funcao sai é tal que sai = A(x, y).y, pode-se remover a funcio de
saida sai da defini¢éo de fy, desde que a defini¢do de f4 seja alterada como
segue (pois somente o valor do registrador Y deve ser considerado para a
saida):

fa=Mx, ) falx. y) =y
Tais simplificages resultam na seguinte defini¢ao recursiva:
fy = Ax.fy(x) = f1(x, 0)
f1=Ax, y).f1(x, y) = (x=0 - f4(x, y), f2(x, y))
fa=Mx,y).falx, y) =f3(x- 1. y)
f3=Ax, y)falx, y) =fi(x.y + 1)
fa=alx y) falx.y) =y

Para verificar que as fung¢oes induzidas regra-valor e regra-nome coincidem,
observe que cada argumento na defini¢do recursiva é constituido de funcgoes
constantes aplicadas a varidveis do tipo N. Visto que Norma, como todas as
demais maquinas introduzidas, define fung¢Bes constantes totais e que cada
argumento de func¢ao sempre possui um valor definido, esse valor é sempre
avaliado, ou antes da chamada da funcdo (regra-valor), ou em algum estdgio
mais tarde (regra-nome). Portanto, ambas as regras induzem a mesma func¢do.Q

EXEMPLO 4.24 Programa Monolitico— Defini¢cao Recursiva.

Suponha que, na Maquina Norma, a operagdo X:= X - 1 seja indefinida quando o
conteudo do registrador X é zero. Considere o programa monolitico P2 na Figura
4.4 para tal Mdquina Norma. Neste caso, a correspondente defini¢ao recursiva é
como segue:
fy = Ax.fy(x) = f1(x, 0)
f1 =Ax, y)filx, y) = falx - 1, y)
f2=hx y) fax, y) = fa(x, y + 1)
f3=Ax y)falx. y) =y
Programa Monolitico P,
1: se Xi=X-1 vad_para 2
2: faca Y=Y +1 véd_para 3

Figura 4.4 Programa monolitico para a Mdquina Norma modificada

A avaliagao de fy(0) pela regra-valor resulta em indefinido, visto que foi suposto
0-1 é nao-definido. Por outro lado, a avaliagdo de fy(0) pela regra-nome resulta
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em 1. Na realidade, tal situagdo nao ocorre, pois a definigao de maquina exige que
as interpretacoes de operagdes ou testes sejam funcodes totais. 1

Retornando & simplificaciao do Exemplo 4.23, pode-se substituir fp, f3 € f4 pelas
suas correspondentes expressdes resultando na seguinte definicio recursiva:
fy = Ax.fy(x) = f1(x, 0)
f1 = y)fix y) = (x=0 -y, fi(x-1,y + 1))

Observa-se, mais uma vez, que tal simplificagcdo é possivel pois ambas as
regras de avaliagdo proporcionam o mesmo resultado.

4.4 Importancia das Funcoes Recursivas

O estudo das funces recursivas e da recursdo em geral é de fundamental
importancia na Ciéncia da Computagio. Nio s6 sdo formalismos tdo poderosos
como as maquinas universais, como fornecem uma abordagem (denotacional)
completamente diferente da operacional. Comparativamente com as maquinas
universais, possuem um poder de expressio significativo no sentido em que uma
simples func¢ao pode representar um algoritmo consideravelmente complexo.

Em algumas universidades (principalmente na Europa), linguagens baseadas
em fungbes recursivas sdo usadas como uma primeira linguagem de
programacao, principalmente em cursos técnicos como Engenharias. A grande
vantagem é que um aluno com algum conhecimento de fun¢des matemadticas e
sem qualquer conhecimento prévio de computa¢io pode desenvolver programas
com razodveis niveis de complexidade em pouco tempo (em alguns casos, em
minutos).

De qualquer forma, quase a totalidade das linguagens de programacgio
modernas como Pascal ou C possuem recursdo como um construtor bdsico de
programas.

Adicionalmente, a arquitetura da maioria dos atuais computadores possui
facilidades para implementar recursido. Conseqiientemente, o processamento de
recursio possul, em geral, bons niveis de eficiéncia.

Correntemente, uma das principais énfases dos estudos tedricos-formais
referente aos formalismos denotacionais baseados em recursio ¢ a questdo da
composi¢do concorrente, onde existem questdes em aberto ou com solugbes nem
sempre satisfatérias. Entretanto, como afirmado anteriormente, concorréncia
néo é énfase desta publicacéo.



4.5 Exercicios

Exercicio 4.1 Suponha que x, y e z tém seus valores em N e que o tipo de
fun¢io g ¢ g¢ N2> N. Para cada item abaixo, determine o tipo da funcio e
descreva-a, usando a Linguagem Lambda:

) (@) (X, y) = (g (g(x,¥).y)y)
) (g, %, y) = g(x, y)

¢) flg,x) =g (gx x),x)

) 1) (y) =g(x. y)

Exercicio 4.2 Descreva, usando a Linguagem Lambda:

a) Funcdo exponencial;

b) Composicao simples de um dado conjunto de funcoes.

Exercicio 4.3 Compare as funcées recursivas (Kleene) parciais e totais, bem
com as definigdes recursivas (Bird), destacando:

a) Diferencas conceituais e a interpretagao dessas diferencas;

b) Relacdo entre essas classes de funcoes;

¢) Importincia de cada classe no estudo da computabilidade.

Exercicio 4.4 Usando as fungdes zero, sucessor e adicao, verifique se existem

outras formas de definir equivalentemente as funcoes um, dois e trés
apresentadas no Exemplo 4.9.

Exercicio 4.5 Compare e diferencie a constante constzero (Exemplo 4.11) e a
funcao constante zero.

Exercicio 4.6 Determine o valor de sub(2, 3) para a funcdo recursiva do
Exemplo 4.13.

Exercicio 4.7 Quais das fun¢oes do Exemplo 4.14 sio totais?

Exercicio 4.8 Desenvolva fungdes recursivas totais sobre N para as
seguintes operacoes:

a) Multiplicacao;

b) Quadrado (n2);

¢) Fatorial (n!).

Sugestdo: use a fungado recursiva de adicio definida nos exemplos.
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Exercicio 4.9 As fung¢des recursivas de Kleene sdo definidas sobre N. Como
poderia ser uma fungdo recursiva para tratar palavras? Analogamente para
tratar as defini¢oes recursivas de Bird?

Exercicio 4.10 Usando a solugéo do exercicio acima, demonstre que as funcoes
que seguem sdo recursivas (Kleene). Em cada caso, verifique se é total ou parcial
(suponha £={a, b}

a) esquerda = Ax.esquerda(x): Z* — ¥* tal que retorna o primeiro simbolo de x:
b) direita = Ax direita(x): T* — ¥* tal que retorna o ultimo simbolo de x;

¢) comprimento = Ax.comprimento(x): ¥* — {a}* tal que retorna o numero de
simbolos que compdem x, em unario;

d) ordem_lexicografica = Ax.ordem_lexicografica(x): {a}* — ¥* tal que retorna a
X-ésima palavra (valor em unério) na ordem lexicografica;

e} antecede = A(x, y).antecede(x, y): (£*)2 — I* tal que retorna:
g,8eX=Yy
a, se x>y
b,sex<y

Exercicio4.11 Fun¢do de Ackernmann. A funcio de Ackernmann é um
importante exemplo no estudo das fungbes recursivas e recursivas primitivas
{(néo introduzidas nesta publicagdo). A funcio de Ackernmann é sobre N e é tal
que:

Ack(0,y) =1
Ack(1,0) =2
Ack(x, 0) =x + 2, para x> 2

Ack(x + 1,y + 1) = Ack(Ack(x, y + 1), y)
a) A defini¢io acima satisfaz a defini¢do de funcio recursiva?

b) Calcule, passo a passo:
Ack(0, 0) = 1
Ack(2, 1) = 1

¢) Defina, formalmente, a fun¢do recursiva de um argumento Ack(x, 2).

Exercicio 4.12 Determine se as fungoes regra-valor e regra-nome induzidas
pela seguinte defini¢do recursiva coincidem:

f=dxfx,y)=(x=0->1,y=0-1f(x, 1), f(y-1,f(x,y- 1))

Exercicio 4.13 Construa a correspondente definicio recursiva para a funcio
computada pelo programa na Figura 4.5, descrito em uma linguagem tipo Pascal.
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programa:
inicio

entrada X;

saida Y;

Z=X;

y =0;

até x=0

faga inicio
X:=x-1;

até z=0
faca inicio

z:=z-1;
y=Y+1
fim;
Z=Y;
fim;

fim.

Figura 4.5 Programa em uma linguagem tipo Pascal

Exercicio 4.14 Descreva a seguinte fun¢ao usando a Linguagem Lambda, bem
como dé a sua defini¢éo recursiva:

=] Tow)

Exercicio 4.15 Um nimero natural n > 1 é dito um nimero perfeito se for igual
a soma de seus divisores, incluindo 1, mas excluindo n. Construa uma defini¢ao
recursiva para a funcéo:

perfeito(x) = (x + 1)-ésimo numero perfeito



%m’ ou nao get,

parar ou nao parar,

5 Computabilidade

O objetivo do estudo da solucionabilidade de problemas é o de investigar a
existéncia ou ndo de algoritmos que solucionem determinada classe de problemas.
Ou seja, investigar os limites da computabilidade e, conseqiientemente, os limites
do que pode efetivamente ser implementado em um computador.

Em particular, o estudo da solucionabilidade objetiva evitar a pesquisa de
solucdes inexistentes. Para exemplificar a importancia de tal estudo, em 1901,
Hilbert formulou uma lista de problemas a serem resolvidos pelas futuras
geracgdes de matematicos. O décimo problema dessa lista consiste na existéncia
ou nao de um algoritmo que determine se uma equagio polinomial qualquer, com
coeficientes inteiros, possui solugio nos inteiros. Somente em 1970, Matijasevic
([MAT70]) provou ser tal problema sem solucio.



A abordagem apresentada concentra-se nos problemas com respostas

bindrias do tipo sim ou ndo, os quais serdo referidos simplesmente como
problemas sim/ndo ou problemas de decisdo. A vantagem de tal abordagem é que
a verificacdo da solucionabilidade de um problema pode ser tratada como a
verificacdo se determinada linguagem é recursiva, associando as condigoes de
ACEITA/REJEITA de uma Maquina Universal as respostas sim/ndo,
respectivamente. Conseqlientemente, tem-se que:

a Classe dos Problemas Soluciondveis é equivalente & Classe das
Linguagens Recursivas

Na prética, qualquer problema pode ser tratado equivalentemente como um
problema (ou uma classe de problemas) sim/ndo.

Infelizmente, muitos dos problemas interessantes e importantes para a
Ciéncia da Computagdo, bem como para as ciéncias em geral, sdo néo-
solucionéveis. Alguns exemplos de problemas nao-solucionéveis de fundamental
importancia para a Ciéncia da Computagdo séo os seguintes (introduzidos
informalmente):

a) Equivaléncia de Compiladores. Nao existe algoritmo genérico que sempre
pare capaz de comparar quaisquer dois compiladores de linguagens livres do
contexto (reconhecidas pelo formalismo Autémato com Uma Pilha Nao-
Deterministico, ver 3.7 - Hierarquia de Classes de Mdquinas), como PASCAL,
e verificar se sdo equivalentes, ou seja, se, de fato, reconhecem a mesma
linguagem,;

b) Detector Universal de Loops. Dados um programa e uma entrada quaisquer,
nio existe algoritmo genérico capaz de verificar se o programa val parar ou
ndo para a entrada. Este problema é universalmente conhecido como o
Problema da Parada.

Alguns problemas néo-solucionéveis sio parcialmente soluciondveis, ou seja,
existe um algoritmo capaz de responder sim, embora, eventualmente, possa ficar
em loop infinito para uma resposta que deveria ser ndo. Como o leitor jd deve ter
intuido, problemas parcialmente soluciondveis sdo computdveis e, portanto, tem-
se que:

a Classe dos Problemas Parcialmente Soluciondveis é equivalente a
Classe das Linguagens Enumerdveis Recursivamente

E interessante comparar o cardinal da Classe dos Problemas Computdveis
com o cardinal da Classe dos Problemas Nao-Computdveis, pois tal relagao
fornece uma nogao de grandeza. O seguinte pode ser estabelecido (tal estudo nao
é detalhado) sobre os cardinais das Classes dos Problemas:

¢ Computéaveis é contavel;
e Nao-Computaveis é ndo-contavel.
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Assim, informalmente, pode-se afirmar que o cardinal da Classe dos Problemas
Nao-Computaveis é “muito maior” que a Classe dos Problemas Computéaveis, ou
seja, existem muito matis problemas ndo-computéveis do que computéveis.

O estudo da solucionabilidade de um problema é feito, em geral, usando o
Principio da Redug¢do, o qual consiste, basicamente, na investigacdo da
solucionabilidade de um problema a partir de outro, cuja classe de
solucionabilidade é conhecida. O principio da redu¢io pode ser resumido como
segue (veja a Figura 5.1):

a) Sejam A e B dois problemas de decisao. Suponha que é possivel modificar
(“reduzir’) o problema A de tal forma que ele se porta como um caso do
problema B;

b) Se A é nao-soluciondvel (respectivamente, ndo-computdvel), entdo, como A é
um caso de B, conclui-se que B também ¢é n#o-solucionavel (respectivamente,
nao-computdvel);

¢) Se B é soluciondvel (respectivamente, parcialmente soluciondvel) entao,
como A é um caso de B, conclui-se que A também ¢ soluciondvel
(respectivamente, parcialmente solucionavel).

Problema A

Reducédo de A

Problema B

muu||||||||||||||||||||umn|||||un..

Figura 5.1 Principio da Redugao

5.1 Classes de Solucionabilidade de Problemas

O conjunto de todos os problemas pode ser particionado de diversas formas.
Uma maneira consiste nas duas Classes ilustradas na Figura 5.2, induzidas
pelas defini¢oes que seguem.

Definicao 5.1 Problema Solucionavel.

Um problema é dito Soluciondvel ou Totalmente Soluciondvel se existe um
algoritmo (Mdaquina Universal) que solucione o problema tal que sempre para
para qualquer entrada, com uma resposta afirmativa (ACEITA) ou negativa

(REJEITA). a



168 Teoria da Compuragao: Mdaquinas Universais ¢ Computabilidade — T. Diverio & P. Blauth Menezes

Defini¢cdo 5.2 Problema Nao-Solucionavel.

Um problema é dito Ndo-Soluciondvel se ndo existe um algoritmo (Mdquina
Universal) que solucione o problema tal que sempre pdra para qualquer entrada.
a

Universo de Todos os Problemas

Solucionaveis Nao-Solucionaveis

Figura 5.2 Particionamento do conjunto de todos os problemas em classes

Outra maneira de se particionar o conjunto de todos os problemas, consiste
nas duas Classes ilustradas na Figura 5.3, induzidas pela definicdo que segue.

Defini¢io 5.3 Problema Parcialmente Solucionavel ou Computavel.

Um problema é dito Parcialmente Soluciondvel ou Computdvel se existe um
algoritmo (Mdquina Universal) que solucione o problema tal que pare quando a
resposta é afirmativa (ACEITA). Entretanto, quando a resposta esperada for
negativa, o algoritmo pode parar (REJEITA) ou permanecer processando
indefinidamente (LOOP). a

Definicao 54 Problema Completamente Insolivel ou
Nao-Computavel.

Um problema é dito Completamente Insolidvel ou Nao-Computduvel se ndo existe
um algoritmo (Mdquina Universal) que solucione o problema tal que pare quando
a resposta € afirmativa (ACEITA). a

Universo de Todos os Problemas

Parcialmente Completamente
Solucionaveis Insoltveis
(Computaveis) (Nao-Computaveis)

Figura 5.3 Particionamento do conjunto de todos os problemas em classes

E importante observar que alguns problemas né&o-soluciondveis séo
parcialmente soluciondveis. Relativamente ao relacionamento das classes de
problemas, as seguintes conclusdes podem ser estabelecidas (veja a Figura 5.4):
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® a unido das Classes Soluciondveis e Nao-Soluciondveis é o Universo de
Todos os Problemas;

®* a unido das Classes Parcialmente Soluciondveis e Completamente
Insoliveis é o Universo de Todos os Problemas;

® a Classe dos Parcialmente Soluciondveis contém propriamente a Classe
dos Soluciondveis e parte da Classe dos Nao-Soluciondveis;

* todo problema soluciondvel é parcialmente soluciondvel;

® existem problemas nao-soluciondveis que possuem solugio parcial;

® o0s problemas completamente insoltveis ndo possuem solucdo total nem
parcial.

Para qualquer algoritmo que solucione um problema parcialmente
soluciondvel que ¢ néo-soluciondvel, sempre existe pelo menos uma palavra de
entrada que faz com que o algoritmo fique em loop.

Universo de Todos os Problemas

Solucionaveis Nao-Solucionaveis

Parciaimente
Solucionaveis

Completamente
Insoluveis

Computaveis Nao-Computaveis

Figura 5.4 Relacédo entre as classes de problemas

5.2 Problemas de Decisao

Neste capitulo sdo tratados alguns problemas de decisdo ou do tipo sim/nio.
A idéia bdsica é verificar se a funcdo associada a eles é ou néo computdvel em
uma Mdquina Universal. Como, pela Hipotese de Church, uma Maquina
Universal é o dispositivo mais geral de computagéo, se a solucio de um problema
nio puder ser expressa por uma Mdquina Universal, entao tal problema é
completamente insolivel.

A esséncia de um problema de decisdo é dada pela seguinte idéia: dado um
programa P para maquina universal M, decidir se a funcdo computada (P, M) é
total (ou seja, se a correspondente computacio é finita). Lembre-se que, alguns
dos formalismos estudados, como a Méaquina de Turing, constituem, de fato, um
programa para uma mdquina.
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Assim, ndo-solucionabilidade refere-se & inexisténcia de um método geral e
efetivo para decidir se um programa para uma mdquina universal para para
qualquer entrada. E importante reparar que o que estd sendo discutido sao
métodos gerais. Portanto, é perfeitamente possivel existir métodos especificos
para programas particulares.

A existéncia de problemas nao-solucionaveis é importante por diversas razdes
como, por exemplo:

e alguns desses problemas nao-solucionédveis permitem estabelecer, por si
s6s, importantes resultados para a Ciéncia da Computagao (como a
inexisténcia de um detetor universal de loops referenciado anteriormente);

¢ demonstrar limitacoes da capacidade de expressar-se solucoes através de
programas.

Adicionalmente, a existéncia de um problema nao-solucionavel pode ser usada
para verificar que outros problemas também o sdo. Isso é possivel, usando o
principio da reducdo, o qual consiste em “reduzir” o problema que se esta
investigando em outro problema que ja se saiba ser nao-soluciondvel.

Observacao 5.5 Solucionabilidade de Problemas x
Problema de Reconhecimento de Linguagens.

A investigacao da solucionabilidade de problemas em m&dquinas universais pode
ser vista como um problema de reconhecimento de linguagens que segue o
esquema abaixo:

a) O problema é reescrito como um problema de decisao, capaz de gerar
respostas do tipo afirmativo/negativo (sim/nac). Esta redefini¢io é simples
para a maioria dos problemas gerais;

b) Os argumentos do problema sim/nao sao codificados como palavras de um
alfabeto, gerando uma linguagem.

Assim, a questdo da solucionabilidade de um problema pode ser traduzida como
uma investigacdo se a linguagem gerada é recursiva (problema solucionavel) ou

enumerivel recursivamente (problema parcialmente solucionavel). ]

5.3 Codificacao de Programas

Alguns problem s de decis@o sdo definidos sobre programas ou madquinas.
Assim é necessario estabelecer uma forma de codificar programas ou maquinas.

No Capitulo 3 - Maquinas Universais, foi mostrado como codificar um
programa como um numero natural. Como conseqtiéncia, problemas de deciséo
sobre programas podem ser traduzidos em problemas de decisao sobre naturais.
Uma desvantagem da funcao de codifica¢io introduzida, denominada de cédigo, é



Capitulo 5 - Computabilidade 171

que néo é bijetora (mas é injetora). De fato, nem todo natural é codificacao de
algum programa. Tal problema pode ser contornado como exemplificado a seguir.

A abordagem é especifica para programas monoliticos (para a Maquina
Norma), mas pode facilmente ser generalizado para os demais tipos de
programas e para maquinas universais.

EXEMPLO 5.1 Codifica¢ao Bijetora de Programas.

Seja P o conjunto de todos os programas do tipo que esta sendo considerado
{monolitico, iterativo ou recursivp). Considere a seqiiéncia de inteiros pg, p1, p2,...
formada pelos cdédigos dos programas de P (ordenados pela relacdo “menor” sobre
os naturais). Entao:

codigo_bij = Ap.codigo_bij(p): P - N
onde, para qualquer P € IP, se o cédigo de P é pp, entdo (veja a Figura 5.5):

codigo_bij(P) = n

codigo_bij

T

P codigo » N

Figura 5.5 Funcao bijetora de codificacio de programas

Claramente, cada programa é associado com um natural e vice-versa, ou seja,
codigo_bij é uma funcao bijetora. Um algoritmo para determinar codigo_bij(P) é
como segue:

e calcula p = codigo(P)

e verifica (usando decodificagdo - sugerido como exercicio) quantos nimeros
naturais menores do que p sdo codificacbes de programas. Suponha que
sejam N naturais que satisfacam tal condigio;

® entdo codigo_bij(P) = n+1

A inversa da funcao cédigo_bij (que, obviamente, também é bijetora):

codigo_bij-! = An.codigo_bift(n): N - P



172 Teoria da Computagdo: Mdquinas Universais ¢ Computabilidade = T. Diverio & P. Blauth Menezes

é tal que, para qualquer natural, retorna o correspondente programa. Um
algoritmo para determinar cddigo_bij-1(n) é como segue:

e verifica (usando decodificagido) os n primeiros nuimeros naturais que
denotam codificacdes de programas. Suponha que p é o n-ésimo natural
que satisfaz tal condigéo;

® assim, o N-ésimo programa serd a decodificagio de p. a

Por simplicidade, no texto que segue, a fungio cédigo_bij serd denominada
simplesmente de codigo.

5.4 Problema da Auto Aplicacao

O Problema da Auto-Aplicagio é um problema nao-soluciondvel (mas
parcialmente soluciondvel), de natureza artificial, possuindo, por si s6, aplicacao
restrita. Entretanto, é de fundamental importancia, pois pode ser usado como
base na demonstragiao de que outros problemas também sao nio-solucionéveis
(ou parcialmente solucionaveis).

Defini¢do 5.6 Problema da Auto-Aplicacao.
O Problema da Auto-Aplicacdo é como segue (versio para a Maquina Norma):

Dado um programa monolitico arbitrario P para a Mdquina Norma,
decidir se a fun¢do computada (P, Norma) é definida para p, onde pé a
codificagdo de P

u
Em outras palavras, o Problema da Auto-Aplicacdo deve decidir, dado um
programa monolitico arbitrario P para Norma, se a computac¢io de P em Norma
termina ou néo, para a entrada p.

O Problema da Auto-Aplicagéo pode ser redefinido como uma linguagem, como
segue:
Laa={p | (P, Norma)(p) é definida,
P é programa monolitico para Norma e p = codigo(P) }

Assim, a questdo da solucionabilidade do Problema da Auto-Aplicacdo ¢
traduzida como uma investigacdo se a correspondente linguagem é recursiva
{problema soluciondvel) ou enumerdvel recursivamente (problema parcialmente
solucionavel).

No que segue, para um programa P para a Mdquina Norma e para uma
entrada n, é suposto que:
n e ACEITA(P) se, e somente se, {P, Norma)(n) = 0
n e REJEITA(P) se, e somente se, (P, Norma)(n) = 1
n e LOOP(P) se, e somente se, (P, Norma)(n) é indefinida
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Teorema 5.7 Problema da Auto-Aplicacio é Parcialmente
Solucionavel.

A linguagem Laa que traduz o Problema da Auto-Aplicagio é enumerdvel
recursivamente.

Prova:

Para provar que Laa é enumerdvel recursivamente, é necessdrio mostrar que
existe um programa monolitico Q para Norma, tal que:

ACEITA(Q) =Laa

REJEITA(Q) w LOOP(Q) = N - Laa

Sejam P um programa monolitico qualquer para Norma e Q um programa
monolitico para Norma capaz de simular qualquer outro programa.

O programa Q é tal que recebe como entrada p = cddigo(P) e simula P para a
entrada p (como este programa pode ser definido? ). Adicionalmente:

e p e ACEITA(Q) se, e somente se, (P, Norma)p) é definido, ou seja, a
computacdo de P em Norma é finita;

e pe LOOP(Q) se, e somente se, a computacéo de P em Norma é infinita;

e REJEITA(Q) = & (conseqliéncia dos dois casos acima).

Portanto:

ACEITA(Q) = Laa

REJEITA(Q) v LOOP(Q) = N - Laa
Logo, Laa é enumeravel recursivamente e, portanto, o Problema da Auto-
Aplicacdo é parcialmente solucionavel. a

Teorema 5.8 Problema da Auto-Aplicacao é Nao-Solucionavel.
A linguagem Laa que traduz o Problema da Auto-Aplicagdo nao é recursiva.
Prova:

A demonstracgao que segue é por reducgdo ao absurdo. Portanto, suponha que Laa
¢é recursiva. Entao existe um programa monolitico Q para Norma como na
Figura 5.6, tal que:

ACEITA(Q) = Laa

REJEITA(Q) =N - Laa

LOOP(Q) = @ (conseqiiéncia dos dois casos acima)

"\ pe ACEITA(P)
» ACEITA
pe REJEITA(P)

» REJEITA

/  peLOOP(P)

Figura 5.6 Programa para a Maquina Norma



Suponha o programa R como Q mas adicionando um trecho de programa que é
executado ao final de cada computagao finita de Q, como na Figura 5.7, com a
seguinte funcao:

* antes de terminar a computacéo, testa o valor da saida de Q;
* se Q aceita ou rejeita, entdo R fica em loop infinito;
se Q fica em [oop infinito, R aceita.

R N
pe ACEITA(P) —» LOOP
o trecho de
p a pe REJEITA(P) programa
o adicionado
peLOOP(P) » ACEITA

Figura 5.7 Programa modificado para a Maquina Norma

Assim, para a aplicagdo de R como entrada de R, tem-se que (suponha que

r = codigo(R)):

a) R fica em loop infinito quando Q, ao simular R, aceita ou rejeita. Ou seja, R
fica em loop infinito quando R para;

b) R pdra quando Q, ao simular R, fica em loop infinito. Ou seja, R para quando
R fica em loop infinito.

Assim, fica caracterizada a contradicio.

Logo, Laa ndo é recursiva e, portanto, o Problema da Auto-Aplicacdo é ndo-
soluciondvel. a

5.5 Principio da Reducao

O Principio da Redugdo, consiste, basicamente, na construcio de um
algoritmo de mapeamento entre as linguagens que traduzem os problemas.
Assim, se a classe de uma dessas linguagens é conhecida, entio se pode
estabelecer algumas conclusées sobre a linguagem que se deseja investigar (e,
portanto, sobre o grau de solucionabilidade do problema representado).

Nesta e nas demais secdes deste capitulo, sdo supostas as seguintes
generalizacoes:

e funcao codigo para qualquer Maquina Universal;

¢ Problema da Auto-Aplicagio para qualquer Maquina Universal.

Assim, sempre que possivel, as definigdes e resultados que seguem séo
independentes de formalismos.
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Definicdo 5.9 Maquina de Reducao.

Suponha dois problemas A e B e as correspondentes linguagens La e Lg. Uma
Maquina de Redugao R de La para Lg (sobre um alfabeto X) é tal que (w € Z):

a) Sewe Lp, entao Rw) € Lg

b) Sew ¢ La, entao R(w) ¢ Lg a
Portanto, o mapeamento de linguagens é uma fungdo computavel total.

Teorema 5.10 Reducao: Investigacao da Solucionabilidade.

Suponha dois problemas A e B e as correspondentes linguagens La e Lg. Se existe
uma maquina de reducdo R de La para Lg (sobre um alfabeto %), entdo os
seguintes resultados podem ser estabelecidos:

a) Se lLp é recursiva, entao La é recursiva;

b) Se Lg é enumeravel recursivamente, entdo La é enumerdvel recursivamente;

¢) Se La nao é recursiva, entdo Lg nao é recursiva;

d) Se La ndo é enumerdvel recursivamente, entio Lg ndo é enumerdvel
recursivamente.

Prova:

Seja R Maquina de Turing de Redu¢ao que sempre para e que reduz La a Lp,
como ilustrado na Figura 5.8.

! Redugdo de L 4 !

Figura 5.8 Reducao

a) Suponha que Lp é uma linguagem recursiva. Entdo, existe Mg, Mdquina
Universal, que aceita Lg e sempre para para qualquer entrada. Seja a
Maquina Universal M definida como na Figura 5.9.

As seguintes conclusoes podem ser estabelecidas:

e M sempre pdra para qualquer entrada, pois R e Mg sempre param,;
® sewe La, entdo M aceita w, pois R(w) € Lp
e sew¢ La, entdo M rejeita w, pois R(w) ¢ Lp

Portanto, M aceita La e sempre para para qualquer entrada. Logo, La é uma
linguagem recursiva;
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M N
» ACEITA
w R{w) Mg
» REJEITA
J

Figura 5.9 Maquina Universal

b) Suponha que Lg é uma linguagem enumeravel recursivamente. Entao, existe
Mg, uma Mdquina Universal, tal que:
ACEITA(Mp) = Lg
REJEITA(Mg) w LOOP(Mp) = =* - Lg

Seja a Maquina Universal M definida como na Figura 5.10.

M ™
» ACEITA
w R(w) Mg
» REJEITA ou
LOOP
J

Figura 5.10 Mdquina Universal

As seguintes conclusoes podem ser estabelecidas:

® sewe La, entdao M aceita w, pois R(w) € Lp

® sew¢ La,entdao M rejeita ou fica em loop para a entrada w, pois Mp rejeita
ou fica em loop para a entrada R(w).

Portanto, M aceita La, mas pode ficar em loop para entradas néao-
pertencentes a La. Logo, La é uma linguagem enumerdvel recursivamente;

¢)ed) Por contraposicao, as afirmacoes c) e d) sdo equivalentes as afirmacoes a)
e b), respectivamente. Lembre-se que (suponha que p e q sdo proposicoes):
(p—q) = (=q——p) =

5.6 Problema da Parada

Um dos mais importantes problemas nao-solucionaveis é conhecido como o
Problema da Parada.

Definicao 5.11 Problema da Parada.

O Problema da Parada é como segue:



Dada uma Mdquina Universal M qualguer e uma palavra w qualquer
sobre o alfabeto de entrada, existe um algoritmo que verifique se M

pdra, aceitando ou rejeitando, ao processar a entrada w?
.

O Problema da Parada é um problema de decisao, do tipo sim/n&o e pode ser
redefinido pela seguinte linguagem:
Lp = {(m, w) | m = codigo(M) e w ¢ ACEITA(M) U REJEITA(M) }
O teorema a seguir mostra que a linguagem Lp nao é recursiva, o que significa

que o Problema da Parada é nao-solucionével. A demonstragao usa o principio da
reducio.

Teorema 5.12 Problema da Parada é Nao-Solucionavel.

A seguinte linguagem que traduz o Problema da Parada nao é recursiva:
Lp = {(m, w) | m = codigo(M) e w ¢ ACEITA(M) w REJEITA(M) }

Prova:

A demonstracao que segue é por redugio ao absurdo e usa o principio da redugao.
Suponha que Lp é recursiva. Entdo existe uma Maquina Universal Mp sobre o
alfabeto Z, tal que:

ACEITA(Mp) = Lp

REJEITA(Mp) =¥ - Lp

LOOP(Mp) = & (conseqiiéncia dos dois casos acima)

Suponha uma Madquina Universal R que, para qualquer entrada w, gera o par

(w, w) (tal maquina pode ser facilmente definida). Seja M uma mdquina como na
Figura 5.11.

~

» ACEITA

P REJEITA

/

Figura 5.11 Ma&quina construida usando o principio da reducéao

Claramente, o Problema da Auto-Aplicacido foi reduzido ao Problema da Parada
(Figura 5.12), pois:

e sewe Laa, entdo R(w) = (w,w) e Lp

e sewe Laa, entdao R(w) = (w,w) ¢ Lp
Como é suposto que o Problema da Parada é soluciondvel, entao, pelo Teorema
5.10 - Redugdo: Investigacio da Solucionabilidade, o Problema da Auto-Aplicagao
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é soluciondvel, o que é um absurdo. Logo, é absurdo supor que o Problema da
Parada é soluciondvel e, portanto, é nao-solucionével. a

Parada

Figura 5.12 Redugao

Analogamente ao problema da Auto-Aplicagdo, o Problema da Parada é
parcialmente soluciondvel. A prova do teorema a seguir ¢ omitida (é sugerida
como exercicio) e pode ser desenvolvida de duas formas:

e prova direta, de forma similar 4 prova de que o Problema da Auto-
Aplicagao é parcialmente soluciondvel;
e usando o principio da reducéo.

Teorema 5.13 Problema da Parada é Parcialmente Solucionavel.

A seguinte linguagem que traduz o Problema Parada é enumerdvel
recursivamente:

Lp = {(m, w) | m = cédigo(M) e w e ACEITA(M) U REJEITA(M)} Q

5.7 Outros Problemas de Decisao

Muitos problemas de decisdo sobre Mdquinas Universais sdo nédo-soluciondveis.
Na realidade, é fdcil definir um problema n&o-soluciondvel. Nesta se¢do, sdo
apresentados, de forma resumida, os seguintes problemas nio-solucionéveis:

o Problema da Parada da Palavra Vazia;
e Problema da Totalidade;
e Problema da Equivaléncia.

O Problema da Parada da Palavra Vazia é uma variacdo do Problema da
Parada, restringindo a entrada & palavra vazia (ou auséncia de entrada).
Defini¢ao 5.14 Problema da Parada da Palavra Vazia.

O Problema da Parada da Palavra Vazia é como segue:
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Dada uma Mdquina Universal M qualquer, existe um algoritmo que
verifique se M pdra, aceitando ou rejeitando, ao processar a entrada
vazia?

Teorema 5.15 Problema da Parada da Palavra Vazia é
Nao-Solucionavel.

A seguinte linguagem que traduz o Problema da Parada da Palavra Vazia nao ¢
recursiva:

Le = {m | m = codigo(M) e ¢ € ACEITA(M) w REJEITA(M) }

Prova:
A demonstracdo que segue usa o principio da redugao. Especificamente, a
linguagem Lp que traduz o Problema da Parada (que néo é recursiva) é reduzida a
linguagem L.
Sejam:

e T uma Mdquina Universal qualquer, definida sobre o alfabeto X;

e wuma palavra qualquer sobre Z;

e W uma Méguina Universal que recebe como entrada a palavra vazia e

gera (saida) a palavra w;

e Muma Miquina Universal definida em termos de T e W como na Figura
5.13. Note que a construcao de M a partir de T é o algoritmo de reducéo.

o

Figura 5.13 Madquina Universal

Assim, as seguintes conclusdes podem ser estabelecidas:
e seT aceita a palavra w, entdo M aceita a palavra vazia;
e se T ndo aceita a palavra w (rejeita ou fica em loop), entao M nio aceita a
palavra vazia (rejeita ou fica em loop).

Ou seja (suponha que t e m sdo os cédigos de T e M, respectivamente):

e se(t,w)e lLp,entiome L¢
e se(t,w) e lp entaiome L,

Portanto, o Problema da Parada é reduzido ao Problema da Parada da Palavra
Vazia (Figura 5.14).

Logo, o Problema da Parada da Palavra Vazia é nao-solucionével. a
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Figura 5.14 Reducao

O Problema da Totalidade é uma variacio do Problema da Parada,
generalizado para toda entrada.

Definicao 5.16 Problema da Totalidade.
O Problema da Totalidade é como segue:

Dada uma Maquina Universal M qualquer, existe um algoritmo que
verifique se M pdra, aceitando ou rejeitando, ao processar qualquer
entrada?

[

Teorema 5.17 Problema da Totalidade é Nao-Solucionavel.

A seguinte linguagem que traduz o Problema da Totalidade néo é recursiva:
Lt ={m | m = cédigo(M) e LOOP(M) = &}

Prova:

A demonstragiao que segue é feita por reducao ao absurdo, usa o principio da
reducéo e é andloga a do Problema da Parada. Suponha que Lt é recursiva.
Entao existe uma Maquina Universal M, tal que sempre para e ACEITAMy) =
LT.

Suponha uma Mdquina Universal R que, para qualquer entrada (p, w), gera p
(projecdo da primeira componente do par). Seja M uma mdquina como na Figura
5.15.

» ACEITA

» REJEITA

J

Figura 5.15 Maquina construida usando o principio da reducao
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Claramente, o Problema da Parada foi reduzido ao Problema da Totalidade
(Figura 5.16), pois:

* se(p,W) e Lp, entaoR((p,w))=pe Lv;

® se(p,w)e Lp,entao R((p,w))=pe Lt.

Totalidade

Figura 5.16 Reducio

Como é suposto que o Problema da Totalidade & soluciondvel, entido, pelo
Teorema 5.10 - Redugédo: Investigacdo da Solucionabilidade, o Problema da
Parada € recursivo, o que é um absurdo. Logo, é absurdo supor que o Problema da
Totalidade é soluciondvel e, portanto, é nao-solucionavel. a

Definicao 5.18 Problema da Equivaléncia.

O Problema da Equivaléncia é um problema de decisdo (do tipo sim/ndo) que
verifica a equivaléncia de duas mdquinas universais. a

Teorema 5.19 Problema da Equivaléncia é Nio-Solucionavel.
A seguinte linguagem que traduz o Problema da Equivaléncia nio é recursiva:

Le ={(m, p) | m = coédigo(M), p = codigo(P),
ACEITA(M) = ACEITA(P) e REJEITA(M) = REJEITA(P)}

Prova:

A demonstragdo que segue usa o principio da redugdo. Especificamente, a
linguagem Lg que traduz o Problema da Parada da Palavra Vazia (que ndo é
recursiva) é reduzida a linguagem Lg.

Sejam:

¢ T uma Mdquina Universal qualquer;
Vazia uma Maquina Universal que recebe como entrada qualquer palavra
e sempre gera (saida) a palavra ¢;

® Para_Vazia uma Maquina Universal que sempre para para a entrada
vazia;

¢ M uma Mdquina Universal definida em termos de T, Vazia e Para_Vazia
como na Figura 5.17.
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Figura 5.17 Mdquina Universal

Assim, as seguintes conclusdes podem ser estabelecidas (suponha que te p sao
os codigos de T e Para_Vazia, respectivamente):

e sete Lg entdao(t,p)e Lg
e sete Lg,entao(t, p)e Le

Portanto, o Problema da Parada da Palavra Vazia é reduzido ao Problema da
Equivaléncia (Figura 5.18).

Logo, o Problema da Equivaléncia é néo-soluciondvel. 2

Palavra
Vazia

Equivaléncia

Figura 5.18 Redugao

5.8 Problema da Correspondéncia de Post

O Problema da Correspondéncia da Post (0 qual se prova ser nao-soluciondvel)
é de fundamental importancia para a verificagdo da questéo da solucionabilidade
de diversas outras classes de problemas, principalmente no estudo das
Linguagens Formais como, por exemplo, a equivaléncia de reconhecedores
sintaticos de linguagens. O Problema da Correspondéncia de Post é definido sobre
um Sistema de Post.

Definicao 5.20 Sistema de Post.

Um Sistema de Post S definido sobre um alfabeto £ é um conjunto finito e nao-
vazio de pares ordenados de palavras sobre . a



Portanto, um Sistema de Post é um conjunto da seguinte forma, onde n> 1 e
X, yi€ X* paraie {1,2,...,n}k

S ={(x1,y1). (x2,¥2),..., (Xn, yn) }
Uma solugdo para um Sistema de Post é uma seqiiéncia nio-vazia de
numeros naturais com valores em {1, 2,..., n}:
i1, i2,..., ik
tal que:
Xi1Xig- - -Xix = Yi1Yiz---Yik
O Problema da Correspondéncia de Post é a investigagao da existéncia de um
algoritmo que analise qualquer Sistema de Post e determine se ele tem pelo

menos uma solugdo. Demonstra-se, usando o principio da reducdo, que esse
problema é nédo-solucionavel.

EXEMPLO 5.2  Problema da Correspondéncia de Post.
Seja o Sistema de Post sobre X = {a, b} dado pelo seguinte conjunto:
S = {(b, bbb), (babbb, ba), (ba, a)}

Uma solucio de S é:

2,1,13 pois babbbbbba=babbbbbba a
EXEMPLOS5.3  Problema da Correspondéncia de Post.
Seja o Sistema de Post sobre X = {a, b} dado pelo seguinte conjunto:

S = {(ab, abb), (b, ba), (b, bb)}
S néo tem solugao pois, para qualquer par (X;, yj) € S, tem-se que Ixi | < ]yi |. o
EXEMPLO 5.4  Problema da Correspondéncia de Post.
Seja o Sistema de Post sobre T = {a, b} dado pelo seguinte conjunto:
S = {(a, ba), (bba, aaa), (aab, b), (ab, bba)}

S ndo tem solugdo pois, para qualquer par (X, yj) € S, o primeiro simbolo de x; é
diferente do primeiro simbolo de ;. a

Teorema 5.21 Problema da Correspondéncia de Post é
Néo-Solucionavel.

A seguinte linguagem que traduz o Problema da Correspondéncia de Post ndo é
recursiva:

Lep={s | s= c0digo(S) e S é Sistema de Post com pelo menos uma solugio}
Prova:

A partir de uma Mdquina de Post M qualquer sobre o alfabeto % e de uma palavra
w e X* qualquer, constréi-se um Sistema Normal de Post baseado na seqiiéncia
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de comandos executados por M para a entrada w, de tal forma que o Sistema
Normal tenha solu¢do se e somente se M para para a entrada w. Portanto, o
Problema da Parada ¢ reduzido ao Problema da Correspondéncia de Post. Ou
seja, a linguagem Lp que traduz o Problema da Parada (que ndo é recursiva) é
reduzida a linguagem Lcp.

A idéia basica da construgdo é enumerar os comandos da mdaquina M e, para
cada a¢éo sobre a varidvel X, gerar um par do Sistema de Post.

Suponha que:

® we I* uma palavra qualquer, onde w = ajas...a,
e ovalorinicialde X é w

® as componentes elementares do diagrama de fluxos de M sdo enumeradas
sobre {1,2,..., m},

A relagdo entre os componentes elementares de M e os pares do correspondente
Sistema de Post é como segue (veja a Figura 5.19):

XeXs | i ([ X e ler(X)

j a1¢ agi ‘an l'# Ls

f1 jo jn  ine1 ez

Figura 5.19 Enumeracéo das instrugées de um diagrama de fluxos de uma Maquina de Post

a) Partida. Determina o seguinte par:
(1, 1aja2...an2)
b) Desvio ou Teste. Determina os seguintes pares:
(ia1,j1), (iaz, j2),.... (ian, jn), (i #, jn+1), (i€ jne2)
c) Atribuigdo. Determina o seguinte par:
(i, s))
d) Parada. Determina o seguinte par:

(i, )
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e) Simbolo. Cada simbolo s € £ {#} determina o seguinte par
(Sr S)

Deve-se reparar que, no par correspondente a partida, a segunda componente
tem um numero de instru¢do a mais que a primeira. Essa diferenca so é
compensada no par correspondente a instrugdo de aceita/rejeita. Assim, o
Sistema Normal de Post somente tem solu¢do se a mdquina parar para a
entrada w. Os demais detalhes sdo explicados através do exemplo que segue.

Portanto, é possivel reduzir o Problema da Parada ac Problema da
Correspondéncia de Post (Figura 5.20).

Logo, o Problema da Correspondéncia de Post é ndo-soluciondvel. a

Parada

Figura 5.20 Redugéo

EXEMPLO 5.5 Mdquina de Post — Sistema de Post.

Considere a Madquina de Post Post-Duplo_Bal na Figura 5.21 (introduzida
anteriormente), a qual reconhece a linguagem Duplo_Bal = {anb" In> 0}, cujas
instrugoes ja estdo enumeradas. Suponha a entrada w = ab. O Sistema de Post
correspondente conforme o Teorema 5.21 resulta em 24 pares, os quais sdo como
segue (os pares estdo numerados para facilitar a sua identificagio):

1: (1, 1ab2) 7: (4a, 5) 13: (6b, 7) 19: (10, €)
2: (2, #3) 8: (4b, 6) 14: (6%, 8) 20: (11, )
3: (3a, 4) 9: (4#,11) 15: (6¢, 12) 21: (12, ¢)
4: (3b, 9) 10: (4g, 11) 16: (7, b6) 22: (a, a)
5: (34, 10) 11: (5, ad) 17: (8, #3) 23: (b, b)

6: (3¢, 9) 12: (6a, 12) 18:(9, ¢) 24: (#, #)
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Figura 5.21 M4dquina de Post com as instru¢des enumeradas

Uma solucdo para este sistema, a qual corresponde ao processamento da
Ma&quina de Post Post-Duplo_Bal para a entrada w = ab, é a seqiéncia de pares:

1,22,23,2,22,23,24,3,23,24,8,24,14,17,24,5,19

o que resulta em:

1ab2ab#3ab#4b#6#8#3#10 =
=1ab2ab#3ab#4b#6#8#3# 10

Repare que a informagio contida entre dois numeros de instrugoes é o valor da
varidvel X apds o processamento do comando & esquerda e antes do comando a
direita. Os pares 22, 23 e 24 possuem exatamente esse objetivo. a
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5.9 Propriedades da Solucionabilidade

Inicialmente, sao apresentados dois teoremas que estabelecem as seguintes
propriedades:

¢ o complemento de uma linguagem recursiva ¢ uma linguagem recursiva;
¢ uma linguagem é recursiva se, e somente se, a linguagem e seu
complemento sdo enumeravels recursivamente.

Como a questao da solucionabilidade pode ser traduzida na investigacio se a
linguagem correspondente é recursiva (problema soluciondvel) ou enumerdvel
recursivamente (problema parcialmente solucionavel), os resultados acima
podem ser interpretados em termos de classes de problemas, como segue:

® o complemento de um problema solucionavel é solucionavel;
¢ um problema é soluciondvel se, e somente se, o problema e seu
complemento sdo soluciondveis parcialmente.

Importantes resultados podem ser obtidos a partir destas propriedades como,
por exemplo, sobre o Problema da Parada:

® o Problema da Parada é parcialmente soluciondvel;
® o Problema da Parada é nao-solucionavel;
¢ portanto, o Problema da Néo-Parada é ndo-solucionavel.

Uma conseqiiéncia imediata deste resultado € a inexisténcia de um algoritmo
genérico para identificar loops infinitos em sistemas.

Teorema 5.22 Complemento de uma Linguagem Recursiva é
uma Linguagem Recursiva.

Se uma linguagem L sobre um alfabeto ¥ qualquer é recursiva, entdo o seu
complemento £* - L também é uma linguagem recursiva.

Prova:

Suponha L uma linguagem recursiva sobre X. Entdo existe M, Maquina
Universal, que aceita a lingunagem e sempre para para qualquer entrada. Ou seja:
ACEITA(M) =L
REJEITA(M) =2*-L
LOOP(M) = &

Seja M' uma Mdquina Universal construida a partir de M, mas invertendo-se as
condi¢bes de ACEITA por REJEITA e vice-versa (como a inversdo pode ser
implementada?). Portanto, M' aceita * - L e sempre para para qualquer entrada.
Ou seja:

ACEITA(M) =%*-L

REJEITA(M) = L

LOOP(M) = &



Logo £* - L é uma linguagem recursiva. a

Teorema 5.23 Linguagem Recursiva x
Linguagem Enumerivel Recursivamente.

Uma linguagem L sobre um alfabeto X qualquer é recursiva se, e somente se, L e
¥*-L sdo enumerdveis recursivamente.

Prova:

a) Suponha L uma linguagem recursiva sobre L. Entdo, como foi mostrado no
Teorema 5.22, £*-L é recursiva. Como toda linguagem recursiva também é
enumerdvel recursivamente, entdo L e I*-L sio enumerdveis
recursivamente;

b) Suponha L uma linguagem sobre ¥ tal que L e ¥*-L sio enumeriveis
recursivamente. Entao existem My e My, Maquinas Universais tais que:
ACEITAM1) =L
ACEITAMg) = x*-L

Seja M Mdquina Universal néo-deterministica definida conforme esquema
ilustrado na Figura 5.22 (como seria, detalhadamente, a defini¢ao de M?) Para
qualquer palavra de entrada, M aceita-a se My aceitd-la e M rejeita-a se Mo

aceitd-la. Portanto, claramente, M sempre para. Logo, L é recursiva. a
7 N\
ACEITA \ ACEITA
-
ACEITA REJEITA
—
./
\- J

Figura 5.22 Maquina Universal nao-deterministica

5.10 Exercicios

Exercicio 5.1 Qual a relacio entre as seguintes classes de problemas:
a) Soluciondveis;

b) Parcialmente Solucionaveis (Computaveis);

¢) Nao-soluciondvel;

d) Completamente Insoluveis (Nao-Computaveis).
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Exercicio 5.2 Descreva uma sistemadtica genérica para traduzir problemas
em linguagens.

Exercicio 5.3 Qual a importancia do Problema da Auto-Aplica¢do no estudo
da solucionabilidade de problemas?

Exercicio 5.4 Quais as idéias bdsica do principio da reducao?

Exercicio 5.5 Desenvolva um algoritmo de decodificagdo (funcio inversa da
codificacao).

Exercicio 5.6 Esboce um programa que recebe como entrada p = codigo(P) e
simula P para a entrada p.

Exercicio 5.7 Demonstre que o Problema da Parada da Palavra Constante é
nao-soluciondvel.

Exercicio 5.8 Escolha um dos problemas abaixo e mostre que ele §é
parcialmente soluciondvel:

a) Problema da Parada;

b) Problema da Parada da Palavra Vazia;
¢) Problema da Totalidade;

d) Problema da Equivaléncia.

Exercicio 5.9 O Problema da Aceita¢do da Palavra é definido como segue:
dada uma Maquina Universal M qualquer e uma palavra w qualquer pertencente

a 2*, M aceita w? Ou seja, investiga-se se uma palavra é aceita por uma Mdquina
Universal.

a) A linguagem correspondente a esse problema é conhecida como a Linguagem
Universal. Qual é essa linguagem?

b) Prove que é um problema parcialmente solucionavel;
¢) Prove que é um problema nao-solucionével.
Exercicio 5.10 No estudo dos problemas do tipo sim/ndo, sio validas todas as

operagoes légicas como e, ou, se-entdo, negacdo, etc. Para os itens abaixo
considere as operagdes €, OU e Negacao:

a) Interprete o significado dessas operacgoes sobre problemas;

b} Qual o resultado ao aplicar essas operacgdes sobre problemas soluciondveis?
Por qué?

¢) Idem para nao-soluciondveis;

d) Idem para parcialmente soluciondveis.
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Exercicio 5.11 Suponha M uma Maquina Universal. Seja M uma Maquina
Universal construida a partir de M, mas invertendo-se as condigdes de ACEITA
por REJEITA e vice-versa. Como essa inversdo pode ser implementada? A
resposta pode ser especifica para qualquer dos formalismo estudados.

Exercicio 5.12 Seja M uma Madquina Universal ndo-deterministica definida
conforme esquema ilustrado na Figura 5.22. Como seria a definicdo de M? A
resposta pode ser especifica para qualquer dos formalismo estudados.

Exercicio 5.13 Sobre o Problemas de Correspondéncia de Post:

a) Encontre a menor solugéio para os seguintes Sistemas de Post:
S1 ={(b, bbb), (babbb, ba), (ba, a)}
So ={ (g, @), (a, b), (b, aa), (aa, ab), (ab, ba), (ba, bb), (bb, )}

b} Encontre uma solugédo para o seguinte Sistema de Post:
S3 = {(aab, a), (ab, abb), (ab, bab), (ba, aab)}

Observagdo: a menor solugdo é uma seqiiéncia de 66 indices.
¢} Mostre que o seguinte Sistema de Post ndo tem solugio:

S4 = {(ba, bab), (abb, bb), (bab, abb)}

Exercicio 5.14 Suponha S um Sistema de Post com solugdo. Desenvolva um
algoritmo que determine a menor seqiiéncia de indices que seja solugio de S.



6 Conclusoes

A abordagem adotada neste livro desenvolve os principais aspectos de Teoria
da Computacdo combinando abordagens histéricas com abordagens préximas
dos sistemas computadores modernos. O objetivo dessa combinacgio é permitir
um fécil entendimento e associacdo dos problemas abstratos com os problemas
tipicos da Ciéncia da Computacao atual.

Este livro foi desenvolvido com o propésito de construir, de forma gradual, os
diversos conceitos bdsicos de Teoria da Computacdo. O primeiro conteido
tratado é a nocao de procedimento efetivo ou de fungdo computavel. Para definir
as funcdes computdveis, sdo descritos diversos formalismos e maquinas. Entre
eles, destacam-se a Mdquina de Turing e a Mdquina Norma. O primeiro é um
formalismo simples e usualmente adotado para desenvolver este tipo de estudo.
O segundo, desenvolvido por Bird, possibilita a diferenciagdo entre programa e
méquina, estando, por isso, bastante préximo da nocéo de computabilidade e dos
computadores atuais. Conclui-se que eles, juntamente com outros formalismos



apresentados, sd0 madquinas universais, ou seja, neles é possivel representar

qualquer fung¢io que seja computdvel. Adicionalmente, é desenvolvida a nogao de
funcao recursiva, formalismo equivalente as maquinas universais. Por fim, o livro
trata da computabilidade e do estudo da solucionabilidade de problemas. Os
problemas podem ser divididos em problemas soluciondveis (existe um algoritmo
que resolva o problema, para qualquer entrada) e os nio soluciondveis (nio existe
um algoritmo que sempre resolva o problema). Ou, alternativamente, podem ser
divididos em problemas parcialmente computdveis (soluciondveis) e problemas
completamente ndo-computaveis (insoldveis).

6.1 Resumo dos Principais Conceitos

O principal conceito estudado é o de computabilidade o qual é construido
usando nog¢oes de programas, mdquinas e computagdes. Sdo trés conceitos
distintos mas diretamente relacionados, pois um programa para uma méquina
pode induzir uma computacdo. Se ela for finita, entdo se define ainda a funcio
computada por esse programa nessa maquina: ela descreve o que o programa
faz.

A distingdo entre programa e mdquina € importante na Ciéncia da
Computacao, uma vez que o programa (ou algoritmo) independe da maquina e
possul uma complexidade estrutural e computacional (quantidade de trabalho
necessdrio para resolver o problema).

A partir do conceito de fungao computada, pode-se fazer comparagdes entre
programas e entre maquinas e definir a equivaléncia dos mesmos. Se dois
programas, em uma maquina, possuem a mesma func¢do computada, ou seja,
computam a mesma fun¢do, entdo eles sdo equivalentes. Se esses programas
séo equivalentes em qualquer maquina, entdo eles séo equivalentes fortemente.

Utiliza-se o conceito de equivaléncia de programas para eliminar instrugoes
desnecessdrias e para otimizar o programa. Desta forma, pode-se dizer que um
programa otimizado representa uma classe de programas que sao equivalentes.

A comparagido entre mdquinas é feita em fun¢do da no¢do de simulagéo, que,
por sua vez, utiliza-se do conceito de equivaléncia de programas: se uma maquina
simula outra, é porque, para qualquer programa da outra méaquina, pode-se
encontrar um programa dessa que faca a mesma coisa. Se duas madquinas
simulam-se mutuamente, é porque elas sfo equivalentes. Neste caso, ambas
tém o mesmo poder computacional. Foi observado que nem sempre o fato de
acrescentar instrucges ou recursos a uma mdquina aumenta o poder
computacional da mesma. Muitas vezes, ocorre que essa nova instrucao ou esse
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novo recurso podem ser simulados pela mdquina anterior. Portanto o seu poder
computacional continua o mesmo. ’

Programa Maquina

Computagao

Fungéo
Computada

Programas
Equivalentes

Maguinas
Equivalentes
Maquinas
Universais

Figura 6.1 Conceitos basicos desenvolvidos

Funcdes
Computaveis

Neste ponto, pode-se pensar em suas situagoes limites:
®  Qual a mdquina mais poderosa?

® Qual o conjunto ou a classe de func¢des computdveis?

As respostas dessas perguntas sio intuitivas, mas nem sempre sido faceis de
serem verificadas. Diz-se que uma mdquina é universal se toda funcéo
computada puder ser executada nela. E, segunda a Hipétese de Church, diz-se
que uma func¢io computada é aquela que pode ser processada numa MAquina de
Turing ou equivalente. Assim, nao se consegue demonstrar, tais afirmacées
devido a nogdo de algoritmo ser algo intuitive. Entretanto, diversas evidéncias
{muitas delas exploradas ao longo deste livro) fortalecem a Hipétese de Church.

Por outro lado, pode-se tratar a questio da solucionabilidade pelo angulo dos
problemas nao-soluciondveis. Neste estudo, o principio da reducdo é uma das
principais ferramentas. A idéia bdsica ¢ Iinvestigar a solucionabilidade
(respectivamente, ndo-solucionabilidade) de um problema a partir de outro, cuja
solucionabilidade (respectivamente, nio-solucionabilidade) é conhecida.



M

p—

Reducao de A

Problema B

Figura 6.2 Principio da Redugao

6.2 Contribuicoes da Teoria da Computacao

Teoria da Computacao é bésica e de fundamental importancia para a Ciéncia
da Computacdo. Ela ndo s6 proporciona um adequado embasamento teérico
necessario para um correto e amplo entendimento da ciéncia envolvida na

computagdo como, também, propicia o desenvolvimento de um raciocinio légico e

formal, cada vez mais necessario em todas as subdreas da computagao. Além

disso, Introduz os conceitos fundamentais que sao desenvolvidos em outras dreas

como, por exemplo:

a abordagem de reconhecimento de linguagens é a base de todo o estudo
das Linguagens Formais, Semantica Formal, Compiladores e de todo o
conjunto de disciplinas que tratam de Linguagens de Programacao;

a formalizacgdo de objetos através de suas caracteristicas e propriedades
possibilita que se identifiquem classes, as quais podem agrupar esses
objetos. Os objetos herdam as propriedades da classe, sendo, portanto,
instdncias dessa classe. Esses sdo alguns dos tépicos de Orientacdo a
Objetos;

a abordagem do processamento de fun¢des lanca a base para o
desenvolvimento de algoritmos eficientes, nao s6 na resolugido dos
problemas, mas também no estudo da otimizacdo de algoritmos
(programas);

a complexidade estrutural diz respeito a estrutura de controle adotada e a
otimizagdo em termos do numero de instrugdes e da eliminagdo de
instrucdes desnecessarias. A complexidade computacional diz respeito a
quantidade de trabalho envolvida na resolugéo do problema pelo algoritmo
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(tempo), medida, muitas vezes, pela quantidade de trabalho que uma
determinada instdncia do problema necessita para resolvé-lo. Também se
pode considerar a quantidade de memoria necessdria (espaco) e, no caso de
processamento paralelo e distribuido, o nudmero de processadores
necessdrios. Portanto, sdo temas abordados em Andlise e
Desenvolvimento de Algoritmos e Complexidade de Algoritmos Seqienciais
e Paralelos;

® 0 nao determinismo é um conceito introduzido que tem grande impacto na
formacgao dos bacharéis em Ciéncia da Computagao, em Informadtica e em
Engenharia da Computac¢ido pois é o primeiro tipo de composicao néo-
seqiiencial estudado. Inclusive, permite desenvolver o conceito de
concorréncia do tipo intercalacdo, fundamental para um correto
entendimento da concorréncia verdadeira (do tipo ndo-intercalagio).

No campo cognitivo, Teoria da Computagao proporciona mais um estdgio na
formacao do raciocinio légico, com destaque ao pensamento indutive ou recursivo.
Pelo aspecto da indugéo, parte-se de uma instancia base, verifica-se a passagem
para instincias superiores, até construir o problema como um todo. Pelo aspecto
da recursdo, vé-se o problema como um todo e reduz-se o problema a
subproblemas menores, até que se chega a um problema base, iniciando assim, o
processo reverso, com a resolucao de cada instancia do problema.

Figura 6.3 Principio da Recursao
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Outro importante ganho no campo cognitivo estd no desenvolvimento de
demonstracoes e de suas técnicas. E aqui, o objetivo ndo é somente capacitar o
estudante a desenvolver provas formais mas, também, informalmente. Assim,
um raciocinio seguindo algumas regras simples e universalmente aplicdveis pode
constituir uma prova precisa, mas que pode ser adequadamente seguida em uma
argumentacio informal.

Também é importante destacar o desenvolvimento da capacidade de
abstracdo. Assim, propriedades abstratas podem ser especificadas e estudadas
independentes de estruturas. Ou seja, permite tratar propriedades
independentemente de implementagdo, o que constitui uma vantagem obvia para
a Ciéncia da Computacdo. Um exemplo tipico dessa capacitacdo e abordado
neste livro é o uso do principio da reducdo de problemas.
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Composi¢ao NAO-DeterMinista............coow.rcrrrccariverrns 11
Composicao Sequencial............ s 11;16; 19
Composicao Sucessiva de FUNGOES .........wevrrrervenne. 32
Comprimento (palavra) 5
COMPULAGAD ....o.vcrvrvrcrrrerrvcnrensennenrersernerennes 10; 20; 23; 24, 26
Computagao Finita 2426
Computagao Infinita 24; 26
Computaveis 168
Concatenagéo (de palavras) 6
CONCOIMBNCIA.......vvvvvvvere s 11; 127; 161
Concorréncia Verdadeira............cvecreerseerecrsissinees 11
Conjunto Contavel .66

Conjunto de Estados

Conjunto de Estados Finais ....

Conjunto de Instrugdes Rotuladas..

Conjunto de Instrugdes Rotuladas Compostas .............. 46
Conjunto de interpretagdes de Operagdes.............. 21,72
Conjunto de Interpretagdes de Testes...........o.... 21,72
Conjunto de Valores de Entrada...............ccocooceververccrecns 21
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Conjunto de Valores de Meméria..........ccccoooenrvvevvvvernn. 21 27 OO 67; 84; 120
Conjunto de Valores de Saida ... erevrivrivensrerenne 21 FIUXOGraMAL......ccccovvvsccrcrvenre s evcescmerecsesenes s 12
Conjunto dos NUmeros Naturais.........cc.ccoocovovvvuvrosrsnnnnns 21 Formalismo AXIOMELICO ... vcrunvesimnscesisnssrsscsssssosians 135
Constante

Constante {Lambda)..

Contavel

CONrAdOMINIO ....evcevvvvevvcre s ervereernerienrs s

D Fungdo Computada.............cccoooevmmrmerrcsreiceimns 10; 29; 30
Fungao Computavel ... 2,93

Decodificagao (JUnga0).....vs v 41 Fungao Computavel Total ... 99

Dedekind, R............. 2 FUNGED de ACKEMMANN ..o reeercres e 163

DefinigA0 RECUISIVA. . ....vvvevrreerievverveveveriarirenins 150; 151; 153 Fungao de Codificagao 41

Denotacional (FOmMaliSmO)...........ceerrvcrmrisrnmensennes 135 Fungao de Decodificagao. .

Desempilha.............. .81, 115 Fungao de Entrada

DESVIO. e 105; 115 Fungdo de Saida

Diagrama de Fuxos 105; 115 FUNGEO de TranSiCa0........c...cvre v

DOMIMNO vt 137 Fungao Enumeravel Recursivamente......................... 99

E FUNGEO 1dENtdAE .....ovvvveccccr s 27

Editor de Texto. 3 Fungo Induzida por um Trag0...........vwrvrrrersrmrcerrermneseerns 43

Fungao Parcial

Empilha...

Fungéo Programa...

Equivaléncia de Maquinas.

o o Fungao Recursiva...
Equivaléncia de Programas em uma Méquina.......... 31, 40 _ ) )
o . Fungao Recursiva PATCIaL ...............ccooieoeneveivecrisrmesiirinns 148
Equivaléncia Forte de Programas ... 31;32 R L
o Fungao Recursiva PMItIVE ... 163
Escolha (compoSiCa0) .........ccoucvrrvvveccrinn! S 11 B .
, Fungao Recursiva Total...........o.v.oceimienriviinc oo 149
Estadofinal ..o 85; 121 _
» Fungao Regra-NOMe..........cocvveievcrvcrecnrerceereiscirirnsreenes 158
Estado Inicial.................. 85 121 .
Fun¢éo Regra-Valor
Estrutura de CONtrole. ... 10 . ] i
R ) Fungao Turing-Computével...
Estruturaco fterativa............ccccccceceerae 11 B ) .
_ B Fungao Turing-Computavel Total..
Estruturag@o Monoltica ...............c..cuuvvecoicerenrmnnesreecineccrnns 10 )
B . FUNCIONAL ..o essneseens
Estruturagdo Recursiva..............c.ciine 11 . A
. Funcional (FOMMAaliSMO) ..............ccimemirrccvmrecmmnmresesseees
BHQUETA ..o ccrnrcrcercrnrecrnnrsnrsas s s e 14 ~ . .
o : Fungdes RECUrsivas ParciaiS......... ... wewmrerrivvernecreens
Evidéncia EXIEMA .........ommererirrcerricvmnne e rieesensmsns 66
EVIdENCIa INteMa ..o et s 66 G
EXPIESSA0. ..ot 19; 153 L 2
Expresséo de Sub-Rotinas... [ =114 0 TSP OOON 136
Expressao Inicil GIRMEICA ITESIHR.... . 136
Expressdo Lambda..... ' ~ 140 Gramatica Livee 4o COMEXI0.......ovvvomvrereervcerons 136
Expressao Numerica... 152 GramAHica REQUIAT ...o....cercve oo sternceress oo 136
Expressao Predicativa ... esnseercrnvisrieeninnns 152 H
Expressao que Define ' 19
I3 ) Hierarquia de ChOMSKY ... iveverrccrecmmermmersirerresseerenne 136
Hierarquia de Classes de Linguagens .......coccocooerniens 130
Fals (valorverdade) ..o ;152 Hierarquia de Classes de MAQUINGS.................c.cvns 130



HIBEI, Do sssses s 2,165
..3,67;:132;136; 149
... 132

Hipotese de Church

Hipdtese de Turing-Church.
/

Identificador de Operagao ... .1
Identificador de Sub-Rotina..

|dentificador de TESE...........icciccrecrevicricronsccrecseniresioneces 11
igualdade de Fungoes Parciais..............cceiniicines 32
Instrugao .........

Instrugéo Rotulada...
Instrugao Rotulada Composta.
[MEEICAIBGA. ..o vt 11
Interpretacao de Operagan......ccocccvvvevccrscvionesioviccs 21
Interpretagéo de Teste

Isomorfismo.......

lterativo (programa)

K

KIBENE, S oo 3;132;136; 143
L

Lambda, ADSIragac.............coiueierecrrviiiiciinincnnisicnis 139
Lambda, Aplicagao..............cccccioeuerrrvcvirrciiacinisnccnsiis 139
Lambda, CAICUIO.........ccoconcciiiccrcceccccciinns 3,137

Lambda, Expressac...

Lambda, Linguagem.. .137; 139
Lambda, Palavra ... 140
Lambda, TEMO.....coocce oo 139; 140
Leitura DESHULVA ... 105; 115
Limite de uma Cadeia Finita de Conjuntos .. .51

Linguagem

Linguagem Aceita...
Linguagem Bloco-Estruturada................ccooecounininncninnnnn, 91
Linguagem de Montagem ........cccocvvvvvviinnsninnsvnnens s 15

Linguagem Enumerave! Recursivamente.

Linguagem Formal.

137, 139; 141

Linguagem Lambda..

Linguagem Livre do Contexto ... 131; 166
Linguagem Livre do Contexto Deterministica............... 131
Linguagem Nao-Tipada .........coccrevecvvciinnsnnecnssviiinsons

Linguagem Recursiva....

Linguagem Regular
Linguagem Rejeitada.. ... 88
Linguagem Tipada......ccccccccrcmrmmmimmimmaisesnacecens 141

Linguagem UNiversal ............ocuveeerns s 189
Linguagens Enumeraveis Recursivamente.........143; 149
Linguagens FOMMAIS ...............oocooeciicvecenn 113; 114: 120
LISP et 141
LOOP oot 88; 92
M

Magnitude ... 77
MAGUING ....o.ooeecceeeecnrenre e
Maguina com Pilhas

Maquina com Uma Pilha . 114
Magquina de POSt........cooverrevicvrernnnns 67;103; 104, 105; 132
Magquina de Post Nao-Deterministica.............c..vvvweeerns 127

Maquina de Redugao

Magquina de Registradores
Maguina de Tragos

Méquina de Turing
Méquina de Turing com Fita Infinita & Esquerda e

Magquina de Turing com Mltiplas Cabegas .
Méquina de Turing com Multiplas Fitas .
Maquina de Turing Muttidimensional
Magquina de Turing Nao-Deterministica..........c....cooccuvvs
Maguina Finta. ... st
Méquina Norma

Maquina NOrMaNEQG.......cc.vvvvcvvceeerierervevnririin e 135
Méguina Universal .66
Maquinas com PIlRaS........coocc oo 67
MAquinas EQUIVAIENES ... 10
Marcador de INICIO (fIta) .............corvervciovroriasenscnresserenree s 85
Matijasevic ...

Minimizagao

Monolitico (Programa)..............c.mrmsssresssmmnsnensinnnns 9
MUItIPrOCESSAMENTO .....vvvvvevvcncrrerrcrrccrereemnerecsinen 127
MURIPrOGraMAGED ......covvierrcerricvs s 127
N

Nao-Computavel (problema)...

N&o-Determismo .... .11, 68; 125

Nao-Solucionavel (Problema). 168: 170
INO oo s e 47
NUMETD PEABIEO ....covvvvvvvvecrverrr e 164
o



Operagao (identificador)

Operagdo (instruco rotuladay ...

Operagao (MAQUING) .....voooeccocc v 10
OPeragao Vazia ..........cocevrececcrssceensosmssroe s 12
Operacional (FOmMalismo)...........ooovvvvvvvvirrvvs e 135
P

Palavra Lambaa .....cccoooccooovevreenesieveniiereerecer . 140
Palavra Vazia..

Palindromo...

16;91; 92; 114, 131; 161; 166

........................................................................ 67, 81; 120
Por Nome (argumentos) ........ccc.cvcverrocoornrervcere . 154
Por Valor (argumentos)...............ccc.cc.eevreeenececerrorcresen. 154

Post, E. ..

Prefixo.... .5
Principio da Redugdo (de Problemas).......... 167, 170, 174
Problema Completamente insollvel..........c.ccocccee.... 168
Problema da Aceitagao da Palavra.........cccccccccvecccccccnn., 189

Problema da Auto-Aplicagao
Probiema da Correspondéncia da Post. .. 182; 183

Problema da Equivaléncia
Problema da Nao-Parada.........cccc.c.occccooevcorvevicecrncrncr.
Problema da Parada..........ccccoocccccoccccoecroovvecreireciara.

Problema da Parada da Palavra Constante .
Problema da Parada da Palavra Vazia..

Problema da Totalidade
Problema de DeCiSA0 ....cccocoveerervecvceicvscricose s
Problema Nao-Computavel..........cocccooervcomerccricrecrcrece,
Problema Nao-Solucionavel..........c.ccccccvvoovenn.,

Problema Parcialmente Solucionavel.
Problema Sim/Nao

Problema Solucionavel ..., 167
Problema Totalmente Solucionavel ..., 167
Processador de FUNGa0 ... v 68
Programa 9; 10, 84; 85; 105; 115; 120; 121

Programa terativo ... 916

Programa Monolitico
Programa Monoiitico com Instrucdes Rotuladas

COMPOSEAS ......ovovevceccccrrrrrccrnnrnesiss s 46

Programa para uma Maguina............cc..ccccccccereessoce 22

Programa Recursivo......
Programagéo Estruturada

Programas Equivalentes ...
Programas Equivalentes Fortemente........................ 10; 32
R

RASP ..ottt 3
Reconhecedor de LiNQUagens..........ccoorevrcose 68
RECUISA0 ..ovvovvovevceeceeee e 18; 144; 148; 195
Recursivo (programa)...........c........ .9
Redugao (de problemas)...............cvcovvvvvne 167; 170; 174
Regra de Redugao Beta.......oeiaorvrrvcreeesccnn, 139; 142
Regra-Nome........... .154
Regra-Nome (avaliagao) ...........c......ooovoovev. 156
'Regra-Valor 154
Regra-Valor (avaliagao)...... 155
REJEITA ..o, 88; 92; 105; 115
Relagdo Equivaléncia de MAquinas................c......... 32,41

Relagao Equivaléncia de Programas em uma

Magquina

Relagao Equivaléncia Forte de Programas.
ROMWIO.. ..ot

Rotulos Equivalentes Fortemente..............ooccccroecen. 53
S

Seméntica de um Termo Lambda...........cccorocrrercronn 142
Simbolo

Simbolo Branco. 85
SIMbolo de INCIO (fita) .........ovvvoevevecr s 85
Simulagao de MAGUINAS.........c.ccccovrvonerriscornnvns e, 41
Simulagao Forte de MAQUINaS....................ooooccerirer . 40

Sistema Candnico de Post

Sistema de Post......

Snobol

Solucionabilidade de Problemas...........ovwiicnnnn: 68
Solucionavel (Problema).........cocevvveevrnsisisesronesns 167
Solucionavel Parciaimente (problemay)..........ccocc..cn..... 168
Solucionavel Totalmente (Problema)...........cccccccves 167
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Sub-Rotina 18
Sub-Rotina (identificador) 19
Subpalavra 5
Substituigao de Fungdes.....

Sucessor.

Sufixo .5
T

Tamanho (palavra) 5
Teoria da Computagao 2
Termo Lambda 139; 140
Teste ' 105; 115
Teste (fluxograma) 12
Teste (identificador) ....... 11
Teste (instrugao rotulada)............crvmmemenscosovsonsninnnnnnn 13; 14
Teste (maquina) 10
Tipo 137; 151
Topo (pilha) 81
Trago 42
Turing, A. 3,67
u

Uniao Disjunta .50
Unidade de Controle 84; 120
v

Valor Absoluto 77
Variavel 151
Varidvel (Lambda) 140
Varidvel Ligada 142
Variavel Livre 142

Verdadeiro (valor-verdade)...............ccoomerreerveevvonnes 11; 152




